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1Kapitel 1
Einleitung
1.1 Topquark-Physik
Das Topquark ist mit einer Masse von 174, 3±5, 1 GeV [PDG04] das schwer-
ste bekannte fundamentale Teilchen und wurde 1996 durch die Experimen-
te CDF und D0 am Tevatron entdeckt. Eine pra¨zise Vermessung der Ei-
genschaften des Topquarks wird eine zentrale Aufgabe am zuku¨nftigen pp-
Beschleuniger
”
Large Hadron Collider“ (LHC) und am geplanten hochener-
getischen e+e−- Linearbeschleuniger (ILC) [A-S+01] sein. Ein wesentlicher
Vorteil eines e+e−-Beschleunigers gegenu¨ber einem Hadronbeschleuniger ist
die Mo¨glichkeit, die Schwerpunktsenergie exakt vorgeben zu ko¨nnen. Da-
durch kann die Produktionsschwelle des Topquark-Paares bei
√
s = 2mt fu¨r
den Prozeß
e+e− → γ∗, Z∗ → tt¯+X (1.1)
genau vermessen werden, wodurch sich die Masse des Topquarks sehr genau
bestimmen la¨ßt. Fu¨r die Produktionsschwelle liegen bereits detailierte Rech-
nungen [CM97, Hoa97, BSS98] vor.
Eine weitere Anwendung des ILC ist die Topquark-Paarerzeugung im Konti-
nuum, wodurch insbesondere die pra¨zise Bestimmung der neutralen Strom-
kopplungen ermo¨glicht wird. Um mo¨gliche anomale Kopplungen des Top-
quarks zu erkennen oder auszuschließen, sind pra¨zise Standardmodellvor-
hersagen unverzichtbar. Auf theoretischer Seite besteht daher die Heraus-
forderung der mo¨glichst detailierten Berechnung des Prozesses (1.1), wobei
die Beru¨cksichtigung der Topquarkmasse in den Rechnungen eine besonde-
re technische Schwierigkeit darstellt. Fu¨r den totalen Wirkungsquerschnitt
der Reaktion (1.1) sind bereits die elektroschwachen 1-Schleifenkorrekturen
[BMH91, BDK93, DHK96] einschließlich der Korrekturen fu¨r harte Photo-
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nen [AkBL91], die Korrekturen niedrigster Ordnung in der minimalen su-
persymmetrischen Erweiterung des Standardmodells [HS98], sowie die QCD-
Korrekturen bis zur Ordnung α2s [CKS96, HSt98] bekannt.
Fu¨r die Berechnung von Jet-Observablen und Winkelverteilungen wird jedoch
der differentielle Wirkungsquerschnitt beno¨tigt. Bis zur Ordnung α2s gibt es
drei Beitra¨ge zu (1.1):
• Der Zerfall eines Vektorbosons in vier Partonen, von denen mindestens
zwei das schwere Quark-Antiquark-Paar sind, d. h. X = gg, qq¯ oder tt¯,
wobei q ein masseloses Quark darstellt,
• die Born-Amplitude und die 1-Schleifenkorrektur fu¨r e+e− → tt¯g, sowie
• die Born-Amplitude und die virtuellen 1- und 2-Schleifenkorrekturen
zu e+e− → tt¯.
Wa¨hrend die beiden erstgenannten Beitra¨ge, sowie die virtuellen 1-Schleifen-
Korrekturen bekannt sind [JLZ82, BBU97, BU97, NO98, RBS99, BBU00],
sind die virtuellen 2-Schleifen-Korrekturen fu¨r massive Quarks noch unbe-
kannt.
1.2 Ziel dieser Arbeit
Diese Lu¨cke soll mit der vorliegenden Arbeit geschlossen werden. Die gesuch-
ten virtuellen 2-Schleifen-QCD-Korrekturen zu
e+e− → tt¯ (1.2)
sind ein wichtiger Baustein fu¨r die Berechnung des differentiellen Wirkungs-
querschnitts fu¨r (1.1). Mit diesem lassen sich neben Jet-Observablen, wie
z. B. Winkelverteilungen, Thrust-Verteilungen oder Jetraten, auch Topspin-
Observablen und Vorhersagen fu¨r die Vorwa¨rts-Ru¨ckwa¨rts-Asymmetrie AFB
fu¨r schwere Quarks [JLZ82, B+89, ArBL92, AL93, DLZ95, RvN98, CS99]
berechnen. Letztere ist besonders interessant, da z. B. die Masse des Higgs-
bosons sehr sensitiv auf die Vorwa¨rts-Ru¨ckwa¨rts-Asymmetrie ist [LEP04].
Obwohl das Hauptaugenmerk auf der Produktion von Topquark-Paaren liegt,
soll durch die exakte Beru¨cksichtigung der Massen- und Energieabha¨ngigkeit
sichergestellt werden, daß die Resultate auch fu¨r Bottomquarks anwendbar
sind. Diese Eigenschaft ist auf dem Hintergrund der noch nicht abschließend
gekla¨rten Abweichung von AbFB auf der Z-Resonanz [LEP04] sehr wu¨nschens-
wert, zumal die Z-Resonanz beim ILC mit hoher Luminosita¨t und Pra¨zision
erneut vermessen werden kann [A-S+01].
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1.3 Gliederung
Die vorliegende Arbeit ist wie folgt organisiert: In Kapitel 2 wird die Zer-
legung der ZQQ¯-Vertexfunktion in dimensionslose Formfaktoren beschrie-
ben und ein Schema fu¨r die Behandlung der parita¨tsverletzenden neutralen
Stromkopplungen – technisch gesprochen, fu¨r die Behandlung der γ5-Matrix
– innerhalb der verwendeten dimensionellen Regularisierung festgelegt. Es
folgt die Beschreibung der durchgefu¨hrten Reduktion auf Masterintegrale
und deren Anwendung auf die 1- und 2-Schleifen-Beitra¨ge. In Kapitel 3 wird
genauer auf das verwendete Hybrid-Renormierungsschema eingegangen und
es werden die beno¨tigten Subtraktionsterme angegeben. Die Resultate fu¨r
die renormierten 1- und 2-Schleifen-Formfaktoren werden in Kapitel 4 fu¨r
raumartigen Impulsu¨bertrag qµqµ = s < 0 angegeben und die analytische
Fortsetzung u¨ber die Produktionsschwelle bei s > 4m2 erkla¨rt. Die dabei
entstehenden Real- und Imagina¨rteile werden sowohl in der Na¨he der Pro-
duktionsschwelle s ≈ 4m2 als auch fu¨r asymptotisch hohe Impulsu¨bertra¨ge,
s m2, entwickelt. In Kapitel 5 werden zuna¨chst unter Beru¨cksichtigung der
Adler-Bell-Jackiw-Anomalie die relevanten anomalen Ward-Identita¨ten her-
geleitet. Dann werden die noch ausstehenden anomalen 2-Schleifen-Beitra¨ge
zu den Formfaktoren fu¨r vier Kombinationen fu¨r die interne und externe
Masse berechnet. Die Konsistenz der Ergebnisse untereinander wird durch
die Berechnung des masselosen Limes u¨berpru¨ft. Dann wird die analytische
Fortsetzung der Formfaktoren oberhalb der Produktionsschwelle, d. h. s > 0
fu¨r masselose externe Quarks bzw. s > 4m2 fu¨r massive externe Quarks,
berechnet. Es folgen die Schwellen- und asymptotischen Entwicklungen der
anomalen Formfaktorbeitra¨ge. Schließlich wird gezeigt, daß die Resultate die
relevanten Ward-Identita¨ten erfu¨llen. In Kapitel 6 wird das anomale magne-
tische Moment und die schwache axiale Ladung eines schweren Quarks bis
zur Ordnung α2s berechnet. Die Arbeit schließt mit der Zusammenfassung in
Kapitel 7.
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Methoden und Technik
In diesem Kapitel werden die verwendeten Methoden zur Berechnung der
Vertexfunktion fu¨r den Zerfall eines (virtuellen) Photons bzw. Z-Bosons in
ein schweres Quark-Antiquark-Paar beschrieben. Dazu wird die Vertexfunk-
tion in Formfaktoren zerlegt und erla¨utert, wie diese mit Hilfe geeigneter
Projektoren berechnet werden ko¨nnen. Dann wird auf die Reduktion auf
2-Schleifen-Masterintegrale eingegangen und beschrieben, wie diese fu¨r die
1-Schleifen-Approximation verwendet werden ko¨nnen.
2.1 Definition der Formfaktoren
e+
e−
Q
Q
(a)
e+
e−
Q
Q
(b)
Abbildung 2.1: Amplitude fu¨r die Elektron-Positron-Annihilation in ein massives
Quark-Antiquark-Paar: (a) allgemein und (b) in der niedrigsten
Ordnung der elektroschwachen Wechselwirkung. Die gestrichelte
Linie symbolisiert ein virtuelles Photon bzw. Z-Boson.
Abbildung 2.1(a) stellt die Amplitude fu¨r den Prozeß e+e− → QQ¯ dar.
Alle mo¨glichen Wechselwirkungen und Zwischenzusta¨nde sind durch den
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Kreis symbolisiert. Im folgenden soll die elektroschwache Wechselwirkung
auf die niedrigste Ordnung beschra¨nkt und nur QCD-Korrekturen ho¨herer
Ordnung betrachtet werden. Dadurch reduziert sich die Amplitude auf die
in Abbildung 2.1(b) gezeigte Form, wobei der schraffierte Kreis nur QCD-
Vertexkorrekturen beinhaltet. Zur besseren U¨bersichtlichkeit wird nachfol-
gend der linke Teil der Amplitude weggelassen.
γ∗, Z∗(q)
Q(k2)
Q(k1)
Abbildung 2.2: Amplitude V µc1c2(k1, k2) fu¨r den Zerfall eines virtuellen Photons
bzw. Z-Bosons in ein massives Quark-Antiquark-Paar
Die in Abbildung 2.2 gezeigte Amplitude fu¨r den Zerfall eines im allgemei-
nen virtuellen Photons bzw. Z-Bosons in ein Quark-Antiquark-Paar mit den
Impulsen k1 und k2, der Masse m und den Farben c1 und c2 lautet
V µc1c2(k1, k2) = u¯c1(k1)Γ
µ
c1c2
(q)vc2(k2). (2.1)
Diese la¨ßt sich allgemein in sechs dimensionslose Formfaktoren zerlegen, von
denen zwei nur auftreten, wenn die CP -Symmetrie gebrochen ist. Im fol-
genden werden nur die QCD-Korrekturen zu (2.1) betrachtet, welche die
Parita¨ts- und CP -Invarianz erhalten. Somit sind die zwei genannten Form-
faktoren identisch Null und es verbleiben vier Formfaktoren
Γµc1c2(q) = (−i)
(
vQF1(s)γ
µ + vQ
1
2m
F2(s)iσ
µνqν
+ aQG1(s)γ
µγ5 + aQ
1
2m
G2(s)γ5q
µ
)
δc1c2 , (2.2)
wobei s = qµq
µ die quadrierte Schwerpunktsenergie ist und σµν = i
2
[γµ, γν].
Die Vektor- und Axialvektorkopplungen vZQ und a
Z
Q lauten im Standardmodell
vZQ =
e
swcw
(
TQ3
2
− s2wQQ
)
, aZQ = −
e
swcw
TQ3
2
, (2.3)
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wobei sw (cw) den Sinus (Kosinus) des schwachen Mischungswinkels, T
Q
3 die
dritte Komponente des schwachen Isospins und QQ die Ladung des schweren
Quarks in Einheiten der Positronladung e > 0 bezeichnet. Das Kroneckerdel-
ta in den Farbindizes c1 und c2 stellt sicher, daß das Quark-Antiquark-Paar
entsprechend dem Anfangszustand als Farbsinglett erzeugt wird. Es wird im
folgenden zur besseren Lesbarkeit weggelassen. Fu¨r den Fall eines einlaufen-
den virtuellen Photons lautet die Vektorkopplung
vγQ = eQQ, (2.4)
wa¨hrend die Axialvektorkopplung identisch verschwindet:
aγQ = 0. (2.5)
2.2 Die Behandlung von γ5 in d Dimensionen
(a) (b)
Abbildung 2.3: Beispiele fu¨r (a) einen nicht-anomalen und (b) fu¨r einen anomalen
2-Schleifen-Beitrag. Die doppelten geraden Linien symbolisierten
massive Quarks und Antiquarks, die gewickelten Linien Gluonen.
Das Auftreten von γ5 in der Zerlegung (2.2) stellt ein Problem in Verbin-
dung mit der hier verwendeten dimensionellen Regularisierung [Ash72, BG72,
CM72, tHV72, GM73] dar. Der Definition
γ5 :=
i
4!
µ1µ2µ3µ4γ
µ1γµ2γµ3γµ4 (2.6)
zufolge ist eine Verallgemeinerung auf d Dimensionen nicht geschlossen mo¨g-
lich, da der auftretende -Tensor ein rein vierdimensionales Objekt ist. Infol-
gedessen ko¨nnen die in vier Dimensionen gu¨ltigen Eigenschaften
Tr(γ5γµγνγργσ) = 4i µνρσ (2.7)
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und
{γµ, γ5} = γµγ5 + γ5γµ = 0 (2.8)
nicht gleichzeitig in d 6= 4 Dimensionen aufrecht erhalten werden. In der
Literatur sind verschiedene Ansa¨tze fu¨r die Behandlung von γ5 zu finden, u.
a. die folgenden:
• In [tHV72] werden die γ-Matrizen in (2.6) auf d Dimensionen verall-
gemeinert, wa¨hrend der -Tensor nach wie vor als vierdimensionales
Objekt behandelt wird. Die ’t Hooft-Veltman-Methode besteht aus fol-
gender Vorschrift: γ5 und γµ antikommutieren fu¨r µ = 0, . . . , 3, wa¨hrend
sie fu¨r µ > 3 kommutieren. Diese Vorschrift verletzt jedoch (2.8), wo-
durch auch die chirale Invarianz der unrenormierten Theorie verletzt
wird.
• Bei dem Versuch, die Eigenschaft (2.7) auf d 6= 4 Dimensionen zu u¨ber-
tragen, treten laut [tHV72, BM77, CFH79, Tru96] in anderen Spuren
Ambiguita¨ten proportional zu (d−4) auf, die zusammen mit 1/(d−4)-
Polen unterschiedliche endliche Terme erzeugen ko¨nnen.
Jedoch ko¨nnen nach [CFH79] Spuren, die zwei γ5 enthalten, konsistent mit
einem antikommutierenden γ5 berechnet werden, indem eines solange inner-
halb der Spur antivertauscht wird, bis beide mittels
γ25 = 1 (2.9)
entfernt werden ko¨nnen. Anschließend kann die Spur weiter in d 6= 4 Dimen-
sionen ausgewertet werden. Fu¨r Spuren mit einem einzelnen γ5 kann analog
zu [Lar93] die Ersetzung
γµγ5 → i
3!
µµ1µ2µ3 γ
µ1γµ2γµ3 (2.10)
verwendet werden. Anschließend muß noch eine zusa¨tzliche endliche Renor-
mierung durchgefu¨hrt werden, um zu gewa¨hrleisten, daß die so gewonnenen
Resultate fu¨r die renormierten Greenfunktionen die chirale Invarianz, d. h.
die entsprechenden Ward-Identita¨ten erfu¨llen.
Fu¨r die Behandlung von γ5 erweist es sich als zweckma¨ßig, die Beitra¨ge zu
den Formfaktoren in zwei Gruppen aufzuteilen: Bei den sog. nicht-anomalen
Beitra¨gen ist der ZQQ¯-Vertex mit der externen Quarklinie verbunden, wohin-
gegen er bei den anomalen Beitra¨gen in einem geschlossenen internen Quark-
dreieck liegt. Der Notation von [Adl69] folgend, werden die nicht-anomalen
Beitra¨ge im folgenden durch ein hochgestelltes
”
(A)“ gekennzeichnet, die
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anomalen Beitra¨ge durch ein
”
(B)“. In Abbildung 2.3 ist jeweils ein Bei-
spiel fu¨r beide Gruppen gezeigt. Anhand dieser Aufteilung ist es mo¨glich, ein
pragmatisches Schema fu¨r die Behandlung von γ5 festzulegen:
• Da bei der Berechnung der Typ-(A)-Beitra¨ge aufgrund der im folgenden
Abschnitt definierten Projektoren immer Spuren mit zwei γ5 auftreten,
kann, wie oben geschildert, ein antikommutierendes γ5 mit γ
2
5 = 1
verwendet werden.
• Aufgrund des internen Quarkdreiecks treten in den Typ-(B)-Beitra¨gen
unvermeidbar Spuren mit einem einzelnen γ5 auf, deren Berechnung
mit der Vorschrift (2.10) durchgefu¨hrt wird.
Im folgenden sollen zuerst die nicht-anomalen Beitra¨ge zu den Formfaktoren
berechnet werden. Die beschriebenen Methoden lassen sich zum großen Teil
auch auf die Berechnung der anomalen Beitra¨ge anwenden. Diese wird in
Kapitel 5 ausfu¨hrlich beschrieben.
2.3 Berechnung der Formfaktoren
Die Formfaktoren Fi und Gi lassen sich mit Hilfe der folgenden Projektoren
aus den beitragenden Amplituden gewinnen:
P1 = Tr [γµ (6k1 +m) Γµ(q) (6k2 −m)] , (2.11)
P2 = Tr [tµ (6k1 +m) Γµ(q) (6k2 −m)] , (2.12)
P3 = Tr [γµγ5 (6k1 +m) Γµ(q) (6k2 −m)] , (2.13)
P4 = Tr [qµγ5 (6k1 +m) Γµ(q) (6k2 −m)] , (2.14)
wobei m die renormierte Masse im On-Shell-Schema ist und qµ = kµ1 + k
µ
2
sowie tµ = kµ2−kµ1 gilt. Die Spinorspuren sind im Rahmen der dimensionellen
Regularisierung in d = 4 − 2 Dimensionen auszufu¨hren, wobei die Spur
u¨ber die Dirac-Einheitsmatrix unvera¨ndert zu 4 gesetzt wird. Fu¨r alle nicht-
anomalen Beitra¨ge zu Γµ(q), d. h. fu¨r alle Beitra¨ge aus Abbildung 2.4, wird,
wie im vorigen Abschnitt erkla¨rt, ein antikommutierendes γ5 mit γ
2
5 = 1
verwendet. Der Zusammenhang zwischen den Projektoren P1 . . .P4 und den
Formfaktoren ergibt sich durch Einsetzen von (2.2) in (2.11) bis (2.14) und
Auflo¨sen nach Fi und Gi zu
F1 + F2 = − i
vQ
(4m2 − s)P1 + 2mP2
2s(d− 2)(4m2 − s) , (2.15)
F2 = − i
vQ
4m2(4m2 − s)P1 + 2m[4m2 + (d− 2)s]P2
2s(d− 2)(4m2 − s)2 , (2.16)
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G1 =
i
aQ
sP3 + 2mP4
2s(d− 2)(4m2 − s) , (2.17)
G2 = − i
aQ
2m2sP3 +m(4(d− 1)m2 − (d− 2)s)P4
s2(d− 2)(4m2 − s) . (2.18)
Die so berechneten Formfaktoren lassen sich in einer Sto¨rungsreihe in der
renormierten QCD-Kopplung αs/(2pi) entwickeln:
F1
(
s,
µ2
m2
)
= 1 +
(αs
2pi
)
F
(1l)
1,R
(
s,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
F
(2l)
1,R
(
s,
µ2
m2
)
+O(α3s),
(2.19)
F2
(
s,
µ2
m2
)
=
(αs
2pi
)
F
(1l)
2,R
(
s,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
F
(2l)
2,R
(
s,
µ2
m2
)
+O(α3s),
(2.20)
G1
(
s,
µ2
m2
)
= 1 +
(αs
2pi
)
G
(1l)
1,R
(
s,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
G
(2l)
1,R
(
s,
µ2
m2
)
+O(α3s),
(2.21)
G2
(
s,
µ2
m2
)
=
(αs
2pi
)
G
(1l)
2,R
(
s,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
G
(2l)
2,R
(
s,
µ2
m2
)
+O(α3s).
(2.22)
Der Index R in den obigen Formeln bezieht sich auf das in Kapitel 3 be-
schriebene Renormierungsschema und (1l) bzw. (2l) bezeichnet den 1- bzw.
2-Schleifen-Beitrag zu den Formfaktoren. Die Berechnung der 2-Schleifen-
Beitra¨ge folgt im Anschluß an diesen Abschnitt, wohingegen die 1-Schleifen-
Beitra¨ge in Abschnitt 2.6 berechnet werden.
2.4 Reduktion auf Masterintegrale
Zu den nicht-anomalen 2-Schleifen-Formfaktoren tragen alle in Abbildung
2.4 dargestellten Amplituden bei, die mit Hilfe der Feynmanregeln der QCD
berechnet werden. Fu¨r die Amplitude in Abbildung 2.4(a) ergibt sich bei-
spielsweise:
Γµ2.4(a)(q) = i (µ
)4 ĝs
4 TAab T
B
bc T
A
cd T
B
de
∫
ddl1
(2pi)d
ddl2
(2pi)d
Iµ2.4(a) (2.23)
mit
Iµ2.4(a) =
1
l21 l
2
2
γρ
1
6k1+ 6 l2 −m γ
σ 1
6k1+ 6 l1+ 6 l2 −m γρ
1
6k1+ 6 l1 −m
× (vQγµ + aQγµγ5) 16 l1− 6k2 −m γσ. (2.24)
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(a) (b) (c) (d)
(e) (f) (g) (h)
(i)
Abbildung 2.4: Nicht-anomale 2-Schleifen-Beitra¨ge zu Γµ(q): Doppelte Linien
symbolisieren massive Quarks und Antiquarks, einfache Linien
masselose Quarks, gewickelte Linien Gluonen und gestrichelte Li-
nien Fadeev-Popov-Geister. Die zu (a), (b) und (c) gespiegelten
Diagramme sind nicht gezeichnet.
Da die QCD-Kopplung gs in dimensioneller Regularisierung eine nicht-ver-
schwindende Massendimension dim gs = µ
4−d
2 besitzt, wird diese in die Re-
gularisierungsskala µ absorbiert:
gs = (gsµ
−)µ = ĝsµ
, (2.25)
wobei ĝs die dimensionslose QCD-Kopplung in d = 4− 2 Dimensionen ist.
Demnach verbleibt ein Faktor µ fu¨r jede Potenz von ĝs in Γ
µ(q). Das Pro-
dukt der SU(3)C -Generatoren T
A(B) in der Fundamentaldarstellung in (2.23)
ergibt den Farbfaktor
TAab T
B
bc T
A
cd T
B
de = CF
(
CF − 1
2
CA
)
δae, (2.26)
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wobei CF und CA die Casimir-Operatoren der Fundamental-, bzw. der ad-
jungierten Darstellung sind,
CF =
N2c − 1
2Nc
, CA = Nc, (2.27)
und die Generatoren TA(B) wie folgt normiert sind:
Tr (TATB) = TF δ
AB =
1
2
δAB . (2.28)
Um die 2-Schleifen-Beitra¨ge zu den Formfaktoren zu berechnen, werden die in
Abbildung 2.4 dargestellten Amplituden in die Projektoren (2.11) bis (2.14)
eingesetzt und die Spinorspuren darin gema¨ß Abschnitt 2.2 mit einem anti-
kommutierenden γ5 berechnet. Die Projektoren enthalten anschließend meh-
rere hundert 2-Schleifen-Integrale der generischen Form
It,r,s(k1, k2) =
∫
ddl1
(2pi)d
ddl2
(2pi)d
Ss11 · · ·Ssnn
Dr11 · · ·Drtt
, s = s1 + · · ·+ sn, r = r1 + · · ·+ rt.
(2.29)
Die Topologie des Integrals, d. h. die Verknu¨pfung von Propagatoren und
Vertizes, ist durch die Kombination der t verschiedenen Propagatoren Dj
mit den jeweiligen Potenzen rj, die ganzzahlig und gro¨ßer oder gleich 1 sind,
spezifiziert. Das Integral ist eindeutig durch die ganzzahligen Potenzen si ≥ 0
der n verschiedenen irreduziblen Skalarprodukte Si und die obigen rj fest-
gelegt. Ein Skalarprodukt ist genau dann irreduzibel, wenn es nicht nach
quadratischer Erga¨nzung gegen einen Propagator Dj geku¨rzt werden kann.
Fu¨r die in den Projektoren auftretenden Integrale gilt:
t ≤ 6,
r ≤ 6,
s ≤ 3. (2.30)
Die große Anzahl und hohe Komplexita¨t der auftretenden Integrale la¨ßt sich
erst mittels einer Reduktion auf sogenannte Masterintegrale bewa¨ltigen. Die-
se Reduktion ist eine Adaption des Laporta-Algorithmus [Lap00]. Das Ziel
hierbei ist es, alle auftretenden Integrale auf einen u¨berschaubaren Satz an
mo¨glichst einfach zu berechnenden Integralen zuru¨ckzufu¨hren. Dafu¨r stehen
zwei Klassen von Identita¨ten, die in dimensioneller Regularisierung gu¨ltig
sind, zur Verfu¨gung. Diese werden in den folgenden Abschnitten genauer
erla¨utert.
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2.4.1 Integration-by-parts-Identita¨ten (IBP)
Hier wird ausgenutzt, daß, wie in [Tka81, CT81] gezeigt, das Integral u¨ber
eine totale Ableitung in d Dimensionen gleich Null ist:∫
ddli
(2pi)d
∂
∂lµi
{
aµ
Ss11 · · ·Ssnn
Dr11 · · ·Drtt
}
= 0, d = 4− 2, (2.31)
wobei der Vektor aµ entweder einer der externen Impulse kµi oder einer der
Schleifenimpulse lµi sein kann. Diese Identita¨t kann entweder als Konsequenz
der Translationsinvarianz eines Integrals bei Verwendung der dimensionellen
Regularisierung gesehen werden,∫
ddl
(2pi)d
f(lµ) =
∫
ddl
(2pi)d
f(lµ + kµ), (2.32)
oder als partielle Integration unter der Annahme, daß die Funktion f(lµ) im
Unendlichen schnell genug abklingt. Bei der expliziten Berechnung der Ab-
leitung entsteht eine Linearkombination verschiedener Integrale, die gema¨ß
(2.31) gleich Null ist, wodurch die auftretenden Integrale miteinander in Ver-
bindung gesetzt werden. Die Berechnung der IBP-Identita¨ten soll anhand
eines Integrals der Klasse (t, r, s) = (5, 5, 0), z. B. anhand von
I5,5,0(k1) =
∫
ddl1
(2pi)d
ddl2
(2pi)d
I5,5,0(k1, l1, l2) (2.33)
mit
I5,5,0(k1, l1, l2) = 1
l21 l
2
2 [(l1 + l2 + k1)
2 −m2][(l1 + k1)2 −m2][(l2 + k1)2 −m2]
(2.34)
veranschaulicht werden. Dazu ist es hilfreich, eine diagrammatische Schreib-
weise fu¨r die Integrale einzufu¨hren. Massive Propagatoren werden durch ge-
rade Linien und masselose Propagatoren durch gewellte Linien dargestellt.
Daru¨ber hinaus werden die Integrationen nicht explizit mit angeschrieben.
Mit diesen Vereinbarungen la¨ßt sich das Integral aus (2.33) wie folgt darstel-
len:
I5,5,0(k1) ≡
l1 + k1
l1 l2 + k1
l2
k1 . (2.35)
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Wird (2.31) beispielsweise fu¨r i = 1 und aµ = kµ1 ausgewertet, so ergibt sich
diagrammatisch:
0 = − − + −
+ + − 2m2
{
+
}
,
(2.36)
wobei ein Punkt auf einer Linie bedeutet, daß der entsprechende Propagator
quadriert wird.
Fu¨r Amplituden mit l Schleifenimpulsen und n unabha¨ngigen externen Im-
pulsen lassen sich fu¨r jedes in (2.31) eingesetzte Integral
nibp = l (l + n) (2.37)
IBP-Identita¨ten berechnen, die im allgemeinen nicht linear unabha¨ngig sind.
Im vorliegenden Fall von zwei internen Impulsen lµ1 und l
µ
2 , sowie den externen
Impulsen kµ1 und k
µ
2 , ist nibp = 8.
2.4.2 Lorentzinvarianz-Identita¨ten (LI)
Die grundlegende Eigenschaft eines skalaren Integrals ist die Invarianz unter
einer Lorentztransformation der a¨ußeren Impulse. Ausgehend von dieser Ei-
genschaft wurde in [GR00] eine neue Klasse an Identita¨ten hergeleitet:
Unter Verwendung einer infinitesimalen Lorentztransformation folgt aus der
Invarianzbedingung fu¨r ein Integral It,r,s(k1, . . . , kn):∑
n
[
kνn
∂
∂knµ
− kµn
∂
∂knν
]
It,r,s(k1, . . . , kn) = 0. (2.38)
Fu¨r jede antisymmetrische Kombination der externen Impulse kiµkjν, mit
der diese Identita¨t kontrahiert wird, folgt jeweils eine sog. Lorentzinvarianz-
Identita¨t. Bei den vorliegenden 3-Punkt-Funktionen sind nur die externen
Impulse k1 und k2 linear unabha¨ngig und es ergibt sich folglich genau eine
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Lorentzinvarianz-Identita¨t:
(k1µk2ν − k1νk2µ)
(
kν1
∂
∂k1µ
− kµ1
∂
∂k1ν
+ kν2
∂
∂k2µ
− kµ2
∂
∂k2ν
)
It,r,s(k1, k2) = 0.
(2.39)
Um aus der obigen Gleichung nichttriviale Identita¨ten herleiten zu ko¨nnen,
ist es no¨tig, die Ableitungen nach den externen Impulsen ki direkt auf den
Integranden von It,r,s wirken zu lassen, anstatt auf das Integral selbst. Die
Vertauschung von Integration und Differentiation ist aufgrund der verwen-
deten dimensionellen Regularisierung zula¨ssig.
Zur Veranschaulichung wird das Integral I5,5,0(k1) aus (2.33) in (2.39) einge-
setzt. Daraus folgt:
0 = 2m2
{
(l1 · k2) + (l2 · k2)
}
+2m2
{
(l1 · k2) + (l2 · k2)
}
+
1
2
(s− 2m2)
{
− − +
+ + +
}
−1
2
(s− 4m2) .
(2.40)
Die auftretenden Skalarprodukte sind irreduzibel, d.h. sie lassen sich nicht
durch quadratische Erga¨nzung gegen einen Propagator im Nenner ku¨rzen. Sie
sind in dem Sinne von (2.29) zu lesen, das bedeutet, sie sind ein Bestandteil
des Integranden. Im Vergleich von (2.36) und (2.40) ist deutlich erkennbar,
daß die Lorentzinvarianz-Identita¨ten im allgemeinen deutlich umfangreicher
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als die Integration-by-parts-Identita¨ten sind, zumal im obigen Beispiel nur
ein externer Impuls kµi auftritt und somit die Ha¨lfte der Ableitungen gleich
Null sind.
2.4.3 Symmetrierelationen
Im Rahmen der dimensionellen Regularisierung ist es erlaubt, Verschiebun-
gen in den Schleifenimpulsen durchzufu¨hren,
lµi → lµi +
∑
j
aj k
µ
j +
∑
k 6=i
bk l
µ
k , aj, bk ∈
 
, (2.41)
Schleifenimpulse miteinander zu vertauschen,
lµi ↔ lµk 6=i, (2.42)
oder die Richtung von Schleifenimpulsen umzukehren,
lµi → −lµi . (2.43)
Diagrammatisch bedeutet dies, daß Diagramme ohne Skalarprodukte, die
durch Drehung, Spiegelung und Vertauschung zweier Linien mit gemeinsa-
men Anfangs- und Endpunkten auseinander hervorgehen, identisch sind. Bei-
spielsweise gilt:
= = = , (2.44)
sowie
= . (2.45)
Bei Integralen mit Skalarprodukten, die Schleifenimpulse beinhalten, ergeben
sich entsprechend kompliziertere Relationen, wenn die Operationen (2.41),
(2.42) oder (2.43) angewendet werden.
Mit Hilfe der obigen Relationen lassen sich die Identita¨ten (2.36) und (2.40)
vereinfachen zu:
0 = − − 2 + 3 − 2m2
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−2m2 , (2.46)
bzw.
0 = 2m2
{
(l1 · k2) + (l2 · k2)
}
+2m2
{
(l1 · k2) + (l2 · k2)
}
+(s− 2m2)
{
− + 2
}
−1
2
(s− 4m2) . (2.47)
2.4.4 seed-Integrale
Werden mit einem Integral It,r,s, dem sogenannten seed-Integral, die IBP-
und LI-Identita¨ten erzeugt, so treten neben dem urspru¨nglichen Integral und
einigen einfacheren Integralen vor allem kompliziertere Integrale It,r+1,s und
It,r+1,s+1 auf, d.h. die Identita¨ten liefern in erster Linie Relationen fu¨r kom-
pliziertere Integrale anstatt fu¨r das seed-Integral selbst. Daher ist es wichtig,
einen geeigneten Satz an seed-Integralen fu¨r die jeweilige Topologie zu fin-
den. Abbildung 2.5 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen den seed-
Integralen und den mit IBP- und LI-Identita¨ten erzeugten komplizierteren
Integralen am Beispiel einer 3-Propagator-Topologie. Darin sind die Integra-
le anhand der Anzahl an Skalarprodukten (s = 0 . . . 4) und der Dimension
des Nenners (r = 3 . . . 6) durch Punkte im s-r-Diagramm repra¨sentiert. Die
kompliziertesten Integrale befinden sich darin in der rechten unteren Ecke.
Die Komplexita¨t nimmt von rechts nach links und von unten nach oben ab.
Dementsprechend stellen die Punkte in der linken oberen Ecke die einfachsten
auftretenden Integrale dar. Die von den Punkten ausgehenden Pfeile fu¨hren
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Abbildung 2.5: Beziehung zwischen seed-Integralen und den Integralen, die in
den IBP- und LI-Identita¨ten auftreten, fu¨r eine 3-Propagator-
Subtopologie (t = 3).
zu den Klassen an komplizierteren Integralen, die ausgehend von dem jeweili-
gen Integral durch Berechnen der IBP- und LI-Identita¨ten auftreten. Werden
die Integrale oberhalb der gestrichelten Linie als seed-Integrale verwendet,
so werden alle fu¨r die Berechnung der Projektoren beno¨tigten Integrale mit
r ≤ 6, s ≤ 3 erreicht, aber auch weitere mit r = 4, s = 4, die zwar irrelevant
fu¨r die Berechnung der Formfaktoren sind, aber im Reduktionsalgorithmus
beru¨cksichtigt werden mu¨ssen. Die Lo¨sungen fu¨r diese Integrale werden nach
vollendeter Reduktion verworfen.
Fu¨r die 4-, 5- und 6-Propagator-Topologien lassen sich Diagramme analog zu
Abbildung 2.5 entwickeln und die hier angestellten U¨berlegungen auf diese
Fa¨lle u¨bertragen. Daraus folgt ein Auswahlkriterium fu¨r die seed-Integrale:
t ≤ 6,
r ≤ max(5, t),
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s ≤
{
2 (r > t)
3 (r = t)
. (2.48)
2.4.5 Details zur Reduktion
Bei der Vielzahl der auftretenden Integrale und Identita¨ten ist es offen-
sichtlich, daß die Reduktion auf Masterintegrale automatisiert werden muß.
Die Diagramme (a), (c), (d) und (e) in Abbildung 2.4 sind 6-Propagator-
Topologien, wa¨hrend die u¨brigen Diagramme nur fu¨nf verschiedene Propaga-
toren besitzen, von denen einer quadriert ist. Die Anzahl der verschiedenen
Subtopologien, Gleichungen und Integrale fu¨r eine 6-Propagator-Amplitude
ko¨nnen in Tabelle 2.1 abgelesen werden.
# seed-Integrale # Gln. ohne/mit LI # Integrale
t # Subtopol.
— pro Subtopologie —
6 1 4 32/36 4
5 6 10 80/90 60
4 15 60 480/540 300
3 20 170 1360/1530 700
Tabelle 2.1: Anzahl der seed-Integrale, Gleichungen und Integale pro Subtopolo-
gie bei einem 6-Propagator-Diagramm.
Aus praktischen Gru¨nden wird bei der Reduktion wie folgt vorgegangen: Zu-
erst werden alle unterschiedlichen 3-Propagator-Topologien einer Amplitude
mo¨glichst vollsta¨ndig, d. h. bis auf irreduzible Integrale, auf 2-Propagator-
Subtopologien zuru¨ckgefu¨hrt.
”
Irreduzibel“ bedeutet in diesem Zusammen-
hang, daß sich diese Integrale nicht durch eine Linearkombination von einfa-
cheren Integralen ausdru¨cken lassen. Technisch gesehen lassen sich die irredu-
ziblen Integrale mit allen erzeugbaren IBP- und LI-Identita¨ten nicht erfassen,
da sie aus allen Gleichungen herausfallen. Alle auftretenden 2-Propagator-
Subtopologien lassen sich aufgrund ihrer einfacheren Struktur mit dem in
Abschnitt 2.4.6 beschriebenen Verfahren auf eine gemeinsame Standardform
zuru¨ckfu¨hren.
Anschließend werden alle 4-Propagator-Topologien auf 3-Propagator-Sub-
topologien reduziert, wiederum bis auf eventuell auftretende irreduzible In-
tegrale. Dabei werden die Reduktionsidentita¨ten der 3-Propagator-Subtopo-
logien direkt eingesetzt. Diese Vorgehensweise wird je nach Anzahl der Pro-
pagatoren in der Amplitude bis zu den 5- bzw. 6-Propagator-Topologien fort-
gefu¨hrt.
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Abbildung 2.6: Schematische Darstellung des Reduktionsalgorithmus fu¨r den Fall
von drei Durchla¨ufen.
Das Einsetzen der Reduktionsidentita¨ten fu¨r die (t − 1)-Propagator-Sub-
topologien in die t-Propagator-Topologien (t = 3 . . . 6) hat trotz des erheb-
lich gro¨ßeren Rechenaufwandes einen entscheidenden Vorteil: Aufgrund der
Wahl der seed-Integrale (2.48) ist das Gleichungssystem aus IBP- und LI-
Identita¨ten u¨berbestimmt. Die u¨berza¨hligen Gleichungen beinhalten nach
erfolgter Reduktion nur noch Relationen zwischen Subtopologien und sind
bei fehlerfreier Reduktion identisch erfu¨llt. Mit den sogenannten leftover-
Identita¨ten einer t-Propagator-Topologie la¨ßt sich demnach sowohl die Re-
duktion der auftretenden (t− 1)-Propagator-Subtopologien als auch die Re-
duktion der t-Propagator-Topologie selbst auf Fehlerfreiheit testen. Dieser
Test umfaßt alle bis dahin absolvierten Rechenschritte und ist sehr sensitiv
auf die meisten Fehler.
Die Reduktion einer beliebigen t-Propagator-Topologie (t = 3 . . . 6) umfaßt
je nach Topologie zwei oder drei Durchla¨ufe, die in Abbildung 2.6 fu¨r den
Fall von drei Durchla¨ufen veranschaulicht werden.
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run 1: Im ersten Durchlauf werden die seed-Integrale dem Kriterium
(2.48) entsprechend automatisch generiert. Ausgehend von diesen
werden mit Hilfe des Computeralgebraprogramms FORM [Ver00]
alle IBP- und LI-Identita¨ten erzeugt. In diesen Gleichungen sind
die t-Propagator-Topologien die Unbekannten, wa¨hrend fu¨r die
(t−1)-Propagator-Subtopologien die bereits hergeleiteten Reduk-
tionsformeln eingesetzt werden. Das so entstandene Gleichungs-
system wird anschließend durch einen eigens dafu¨r entwickelten
Algorithmus, in der Abbildung
”
Solver“ genannt, gelo¨st und die
Lo¨sungen in FORM-lesbarer Form in eine Datei geschrieben.
run 2: Anhand einer Liste aller Unbekannten werden die nicht gelo¨sten
Unbekannten identifiziert und im zweiten Durchlauf als seed-Inte-
grale zur Erzeugung der IBP/LI-Identita¨ten verwendet. Es ist in
diesem Schritt zu beachten, daß neben den Reduktionsformeln fu¨r
die auftretenden Subtopologien auch die Lo¨sungen aus dem er-
sten Durchlauf eingesetzt werden mu¨ssen, um das erneute Lo¨sen
bereits gelo¨ster Unbekannter zu vermeiden. Das generierte Glei-
chungssystem wird durch denselben Algorithmus wie im ersten
Durchlauf gelo¨st und die Lo¨sungen in einer Datei abgelegt. Am
Ende des zweiten Durchgangs ko¨nnen die folgenden Situationen
auftreten:
1. Falls alle Unbekannten gelo¨st worden sind, ist die betrachtete
Topologie vollsta¨ndig reduzibel und die Reduktion fu¨r diese
Topologie abgeschlossen.
2. Irreduzible Integrale ohne Quadrate oder ho¨here Potenzen
der Propagatoren und mit maximal einem Skalarprodukt
lassen sich auch nicht durch eine gro¨ßere Klasse von seed-
Integralen reduzieren. Diese sind dann Masterintegrale, die
per Hand identifiziert und an die Lo¨sungsdatei angeha¨ngt
werden mu¨ssen. Danach ist die Reduktion dieser Topologie
abgeschlossen.
3. In seltenen Fa¨llen bleiben neben den Masterintegralen noch
Integrale mit hohen Potenzen der Propagatoren (r ≤ 6) und
der Skalarprodukte (s ≤ 3) ungelo¨st. Dann muß ein weiterer
Durchlauf (run 3) durchgefu¨hrt werden.
run 3: In diesem Durchgang wird anhand der ungelo¨sten Integrale ein
Satz an seed-Integralen per Hand eingegeben. Fu¨r die Wahl die-
ser seed-Integrale la¨ßt sich kein einfacheres Kriterium angeben.
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Vielmehr wird die Wahl der seed-Integrale dadurch gerechtfer-
tigt, daß mit Ihnen die verbleibenden Unbekannten gelo¨st werden
ko¨nnen. Auch hier ist es notwendig, sowohl die Reduktionsfor-
meln fu¨r die Subtopologien als auch die Lo¨sungen der ersten bei-
den Durchla¨ufe in die IBP- und LI-Identita¨ten einzusetzen. Sind
anschließend alle Unbekannten gelo¨st, so ist die Reduktion ab-
geschlossen, ansonsten muß dieser Durchlauf mit einem anderen
Satz an seed-Integralen wiederholt werden.
Nach Abschluß der Reduktion werden die Lo¨sungen der verschiedenen Durch-
la¨ufe in einer Datei zusammengefaßt. Falls in der betrachteten Topologie
Masterintegrale auftreten, werden diese manuell identifiziert und ebenfalls in
diese Datei geschrieben. Hierbei ist große Sorgfalt vonno¨ten, da sich eventu-
elle Fehler an dieser Stelle nicht immer in den leftover-Identita¨ten zeigen.
Bei der Reduktion der meisten Topologien reichen die IBP-Identita¨ten aus,
ein Gleichungssystem zu generieren, mit dem alle Unbekannten gelo¨st werden
ko¨nnen. Da die LI-Identita¨ten, wie an dem in den Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2
betrachteten Beispiel gesehen, deutlich umfangreicher als die IBP-Identita¨ten
sind, wird in diesen Fa¨llen auf die Verwendung der LI-Identita¨ten verzichtet,
was eine deutlich geringere Speicherauslastung und Laufzeit zur Folge hat.
Mit Hilfe eines Steuerskriptes wird dieser Algorithmus auf alle auftretende
Topologien aller betrachteten Amplituden angewendet. Manuelle Eingriffe
sind nur bei der Identifikation von Masterintegralen und bei der Auswahl
von seed-Integralen fu¨r den eventuell erforderlichen dritten Durchgang no¨tig.
2.4.6 Reduktion der 2-Propagator-Subtopologien
Aufgrund der einfacheren Gestalt der 2-Propagator-Topologien kann auf die
oben geschilderte Reduktionsmethode verzichtet werden, da eine einfachere
und schnellere Methode zur Verfu¨gung steht. Diese Methode basiert auf der
Tatsache, daß alle 2-Propagator-Topologien nach geeigneter Verschiebung der
Schleifenimpulse in das Produkt zweier 1-Schleifen-Integrale der Form
T 1; µν; µνρσi,ni =
∫
ddli
(2pi)d
1; lµi l
ν
i ; l
µ
i l
ν
i l
ρ
i l
σ
i
(l2i −m2)ni
(2.49)
faktorisieren, wobei die Indizes µ, ν, ρ und σ mit anderen Impulsen, d. h. mit
k1, k2 oder lj 6=i, abgesa¨ttigt werden. Diese 1-Schleifen-Integrale ko¨nnen mit
Hilfe der Passarino-Veltman-Reduktion [PV79] berechnet werden zu
T µνi,ni =
∫
ddli
(2pi)d
lµi l
ν
i
(l2i −m2)ni
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= gµν
1
d
[
m2
∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni
+
∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni−1
]
(2.50)
und
T µνρσi,ni =
∫
ddli
(2pi)d
lµi l
ν
i l
ρ
i l
σ
i
(l2i −m2)ni
=
gµνgρσ + gµρgνσ + gµσgνρ
d2 + 2d
[∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni−2
+2m2
∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni−1
+m4
∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni
]
.
(2.51)
Aus der einzigen nichttrivialen IBP-Identita¨t fu¨r Ti,ni,
0 =
∫
ddli
(2pi)d
∂
∂lµi
lµi
(l2i −m2)ni
=
∫
ddli
(2pi)d
(
d
(l2i −m2)ni
− 2ni l
2
i
(l2i −m2)n1+1
)
=
∫
ddli
(2pi)d
(
d− 2ni
(l2i −m2)ni
− 2nim
2
(l2i −m2)n1+1
)
, (2.52)
folgt die Identita¨t∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni+1
=
d− 2ni
2nim2
∫
ddli
(2pi)d
1
(l2i −m2)ni
, (2.53)
mit der sukzessive die Dimension des Nenners bis auf ni = 1 reduziert werden
kann.
Diese Reduktion wird fu¨r beide Schleifenimpulse angewendet, so daß alle
2-Propagator-Topologien auf die Standardform
T 2 :=
∫
ddl1
(2pi)d
ddl2
(2pi)d
1
(l21 −m2)(l22 −m2)
, (2.54)
gebracht werden ko¨nnen. Diese ist das Produkt zweier sogenannter massiver
Tadpoles,
T =
∫
ddli
(2pi)d
1
l2i −m2
, (2.55)
welcher nicht weiter reduzierbar und damit gema¨ß der Betrachtungen des
folgenden Abschnitts das einfachste auftretende Masterintegral ist.
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2.5 Masterintegrale
Im Verlauf des oben beschriebenen Reduktionsalgorithmus erweisen sich ei-
nige der Integrale als irreduzibel in dem Sinne, daß sie nicht als Linearkombi-
nation anderer Integrale darstellbar sind. Diese irreduziblen Integrale werden
auch Masterinterale genannt, die explizit berechnet werden mu¨ssen. Welche
Integrale sich als irreduzibel erweisen, ha¨ngt von den Details des Redukti-
onsalgorithmus, z. B. von der Reihenfolge der Unbekannten beim Lo¨sen der
Gleichungssysteme, ab. Somit sind nicht die Masterintegrale an sich festge-
legt, sondern nur ihre Anzahl. Es verbleibt die Freiheit, Lo¨sungen der Re-
duktion, die irreduzible Integrale beinhalten, zu invertieren und diejenigen
Integrale als Masterintegrale auszuwa¨hlen, die sich am einfachsten berechnen
lassen. Das sind u¨blicherweise Integrale mit mo¨glichst wenigen irreduziblen
Skalarprodukten und mo¨glichst kleiner Dimension r des Nenners.
Alle fu¨r die nicht-anomalen Diagramme beno¨tigten Masterintegrale sind in
[BMR03, BMR04a, BMR04b] mit der Methode der differential equations
[Kot91, Rem97, CCLR98, GR00] fu¨r raumartige Impulsu¨bertra¨ge qµqµ = s <
0 berechnet worden und liegen als Entwicklung im Regularisierungsparame-
ter  vor. Es ist jedoch zu beachten, daß diese Masterintegrale nicht direkt
verwendet werden ko¨nnen, sondern daß gegebenenfalls noch Umrechnungen
vorgenommen werden mu¨ssen. Dabei ko¨nnen folgende Fa¨lle auftreten:
• Die Parametrisierung der Schleifenimpulse, d. h. die explizite Form
der auftretenden Propagatoren, unterscheidet sich bei den irreduziblen
Integralen und den berechneten Masterintegralen. Mit Hilfe von Ver-
schiebungen, Austausch und Umkehr der Schleifenimpulse (2.41 – 2.43)
ko¨nnen diese Propagatoren ineinander umgerechnet werden und so die
Masterintegrale in Beziehung gesetzt werden. Wa¨hrend bei Integralen
ohne irreduzible Skalarprodukte die Identifikation der Masterintegrale
auch, wie in Abschnitt 2.4.3 diskutiert, diagrammatisch vorgenommen
werden kann, ko¨nnen sich bei der Anwesenheit von Skalarprodukten
nichttriviale Zusammenha¨nge ergeben.
• Ein irreduzibles Integral aus der Reduktion unterscheidet sich von dem
berechneten Masterintegral, z. B. durch die Potenz eines Propagators.
Das bedeutet, daß wa¨hrend der Reduktion eine Lo¨sung fu¨r das berech-
nete Masterintegral gefunden wurde, worauf ein anderes Integral nicht
reduziert werden konnte. Diese Lo¨sung muß nun invertiert werden, so
daß danach das neue irreduzible Integral und das berechnete Master-
integral topologisch u¨bereinstimmen. Anschließend sind gegebenenfalls
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noch die oben genannten Umformungen der Schleifenintegrale vorzu-
nehmen.
• Bei einigen Topologien bleiben zwei Integrale, die sich durch ihre irre-
duziblen Skalarprodukte unterscheiden, ungelo¨st. Jedoch ist nur eines
davon ein Masterintegral, da sich mit Hilfe von Symmetrierelationen
eine weitere Bestimmungsgleichung konstruieren la¨ßt. Diagrammatisch
gilt beispielsweise:
= , (2.56)
da die obere und die mittlere Linie ausgetauscht werden ko¨nnen, weil
sie denselben Anfang- und Endpunkt besitzen. Es la¨ßt sich demnach ei-
ne Impulsverschiebung finden, die die beiden entsprechenden Propaga-
toren ineinander u¨berfu¨hrt, den anderen Propagator aber unvera¨ndert
la¨ßt. Nach Einsetzen der Reduktionsidentita¨ten auf beiden Seiten liefert
die obige Gleichung eine Reduktionsidentita¨t fu¨r eines der ungelo¨sten
Integrale. Danach mu¨ssen gegebenenfalls noch Transformationen der
Schleifenimpulse vorgenommen werden, um auf die korrekten Propa-
gatoren zu kommen. Auch hier ko¨nnen dadurch nichttrivale Zusam-
menha¨nge mit den Masterintegralen aufgrund des Skalarproduktes ent-
stehen.
Nachdem diese Umrechnungen erfolgt sind, lassen sich die Projektoren und
damit die Formfaktoren fu¨r alle Amplituden durch bekannte Masterintegrale
ausdru¨cken. Diese sind Funktionen der sogenannten Harmonischen Polyloga-
rithmen (HPL) [RV00, GR01]
H(a1, . . . , an; x) = H(~a; x), (2.57)
wobei die Indizes ai die Werte −1, 0, 1 annehmen ko¨nnen. Die Anzahl der In-
dizes n, d. h. die Dimension des Indexvektors ~a, ist das Gewicht der Harmo-
nischen Polylogarithmen. Bei der Berechnung der Formfaktoren fu¨r massive
Quarks ist es zweckma¨ßig, die dimensionslose Variable
x =
√−s + 4m2 −√−s√−s+ 4m2 +√−s (2.58)
einzufu¨hren. Diese ist fu¨r raumartige Impulsu¨bertra¨ge qµq
µ = s < 0 reell und
variiert von x = 0 fu¨r s→ −∞ und x = 1 fu¨r s = 0. Fu¨r diese Werte von x
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sind die HPL H(~a; x) und damit auch die Formfaktoren reellwertig. Fu¨r phy-
sikalische Anwendungen bedarf es einer analytischen Fortsetzung u¨ber die
Produktionsschwelle des schweren Quark-Antiquark-Paares, s > 4m2, die in
Abschnitt 4.3 genauer beschrieben wird.
Das fu¨r die Berechnung der Masterintegrale verwendete Integrationsmaß lau-
tet1: ∫
D
dl =
m2
C()
∫
ddl
(2pi)d−2
. (2.59)
In der Funktion C() sind die Artefakte der dimensionellen Regularisierung
zusammengefaßt:
C() = (4pi) Γ(1 + ), (2.60)
mit
lim
→0
C() = 1. (2.61)
Der herausgezogene Faktor 1/(2pi)2 wird verwendet, um den effektiven Ent-
wicklungsparameter
g2s
(2pi)2
=
ĝs
2
4pi
1
pi
=
αs
pi
(2.62)
zu erhalten. Bei Verwendung des Integrationsmaßes (2.59) lautet der massive
Tadpole: ∫
D
dl
1
l2 −m2 =
im2
4(1− ) . (2.63)
Um die mit dem Integrationsmaß Ddl berechneten Masterintegrale fu¨r die
Projektoren und Formfaktoren, die unter Verwendung von
∫
ddl/(2pi)d−2 be-
rechnet werden, verwenden zu ko¨nnen, muß die Relation (2.59) invertiert
werden. Zusammen mit dem Faktor µ2 aus den beitragenden Amplituden
ergibt sich fu¨r jede Integration u¨ber einen Schleifenimpuls die Normierung
C()(µ2/m2). Fu¨r die sich insgesamt ergebende Normierung gilt
lim
→0
[
C2()
(
µ2
m2
)2]
= 1. (2.64)
Bei Abwesenheit von −1- oder ho¨heren Divergenzen bzw. nach deren Besei-
tigung la¨ßt sich der Grenzu¨bergang  → 0 problemlos durchfu¨hren und der
Einfluß der Normierung verschwindet. Aus diesem Grunde wird diese aus al-
len folgenden Resultaten ausgeklammert.
1Das in [BMR03] verwendete Integrationsmaß {ddl} ist um einen Faktor 4 gro¨ßer als Ddl
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Zu beachten ist weiterhin, daß die Masterintegrale in [BMR03, BMR04a,
BMR04b] in euklidischer Metrik berechnet und angegeben sind. Fu¨r die Kon-
vertierung in die hier verwendete minkowskische Metrik erha¨lt jeder Propa-
gator und jedes Skalarprodukt den Faktor (−1). Hinzu kommt ein weiterer
Faktor (−1), da sich die Integrationsmaße in den beiden Metriken um ein i
in der Zeitkomponente unterscheiden. Daher muß jedes Masterintegral mit
dem zusa¨tzlichen Vorfaktor
(−1)r+s+1 (2.65)
multipliziert werden, wobei wie in (2.29) r die gesamte Anzahl an Propaga-
toren und s die Anzahl an Skalarprodukten ist.
2.6 Berechnung der 1-Schleifen-Beitra¨ge
Abbildung 2.7: 1-Schleifen-Beitrag zu Γµ(q).
Fu¨r alle physikalische Fragestellungen, in denen die Formfaktoren bis zur
Ordnung α2s Anwendung finden, werden natu¨rlich auch die 1-Schleifen-Bei-
tra¨ge beno¨tigt. Zu den quadrierten Matrixelementen |M|2 tragen die 1-
Schleifen-Beitra¨ge quadratisch bei. Deshalb mu¨ssen auch die Terme der Ord-
nung  beru¨cksichtigt werden, da diese zusammen mit Termen proportional
zu −1 endliche Beitra¨ge erzeugen.
Die 1-Schleifen-Beitra¨ge zu den Formfaktoren werden in dieser Arbeit in glei-
cher Weise wie im Falle von zwei Schleifen berechnet. Die in Abbildung 2.7
dargestellte Amplitude wird in die Projektoren (2.11) bis (2.14) eingesetzt,
danach werden die Formfaktorbeitra¨ge anhand der Gleichungen (2.15) bis
(2.18) berechnet. Diese Beitra¨ge enthalten dann etliche 1-Schleifen-Integrale,
die z. B. mit der Reduktionsmethode von Passarino und Veltman [PV79]
berechnet werden ko¨nnen. Andererseits bietet sich hier die Mo¨glichkeit, von
den bereits berechneten Reduktionen auf Masterintegrale sowie von den Ma-
sterintegralen selbst zu profitieren. Das Vorgehen ist wie folgt:
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Die 1-Schleifen-Amplitude wird mit einem massiven Tadpole der Form
 
:=
∫
ddl
(2pi)d
1
l2 −m2 (2.66)
multipliziert, was zu faktorisierenden 2-Schleifen-Integralen in den Projekto-
ren fu¨hrt:
Ss11 · Ss22 ×  −→ Ss11 · Ss22 . (2.67)
Hierbei sind S1 und S2 die beiden mo¨glichen Skalarprodukte des Schleifen-
und eines externen Impulses mit Potenzen si ≥ 0. Fu¨r diese 2-Schleifen-
Integrale kann nun die bekannte Reduktion auf Masterintegrale eingesetzt
und die Projektoren als Linearkombination von 2-Schleifen-Masterintegralen
geschrieben werden. Die bekannten -Entwicklungen dieser Masterintegrale
werden anschließend durch den hinzugefu¨gten Tadpole, dessen analytische
Form in (2.63) gegeben ist, geteilt und der Quotient erneut in  entwickelt.
Diese Methode la¨ßt sich analog bei der Berechnung der 1-Schleifen-Subtrak-
tionsterme im folgenden Kapitel und der anomalen 1-Schleifen-Vertexfunk-
tion in Kapitel 5 anwenden.
29
Kapitel 3
Renormierung
In diesem Kapitel wird das Renormierungsschema beschrieben, mit dem die
UV-Divergenzen der Formfaktoren aus Kapitel 2 beseitigt werden. Nach der
Zusammenstellung der beno¨tigten Renormierungskonstanten wird auf die Be-
rechnung der Subtraktionsterme eingegangen.
3.1 Renormierungsschema
Angepaßt an die physikalische Fragestellung wird ein Hybrid-Renormierungs-
schema verwendet. Im folgenden wird die QCD mit Nl masselosen und ei-
nem massiven Quark betrachtet. Die Renormierung der QCD-Kopplung und
der Gluonwellenfunktion geschieht im modifizierten Minimalen Subtraktions-
schema (MS), wa¨hrend die Masse m und die Wellenfunktion ψa des schweren
Quarks im On-Shell-Schema (OS) renormiert wird. Der Zusammenhang zwi-
schen unrenormierten und renormierten Gro¨ßen ist gegeben durch:
g0 = Z
MS
g gR , (3.1)
AAµ =
(
ZMS3
) 1
2
AAµ,R , (3.2)
m0 = Z
OS
m mR , (3.3)
ψa =
(
ZOS2
) 1
2 ψa,R . (3.4)
Die Renormierungskonstanten fu¨r die QCD-Kopplung, ZMSg , fu¨r die Gluon-
wellenfunktion, ZMS3 , und fu¨r die Masse des schweren Quarks, Z
OS
m , werden
jeweils bis zur Ordnung αs beno¨tigt und lauten:
ZMSg = 1− C()
αs
2pi
1
4
(
11
3
CA − 4
3
TF (Nl + 1)
)
+O(α2s), (3.5)
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ZMS3 = 1 + C()
αs
2pi
1
2
(
5
3
CA − 4
3
TF (Nl + 1)
)
+O(α2s), (3.6)
ZOSm = 1 + C()
αs
2pi
(
µ2
m2
)
CF
1
2
2− 3
1− 2 +O(α
2
s). (3.7)
Die bis zur Ordnung α2s beno¨tigte Renormierungskonstante fu¨r die Quarkwel-
lenfunktion, ZOS2 , wurde sowohl in [BGS91] als auch in [MvR00] berechnet.
Der Notation in [MvR00] folgend lautet diese nach Einsetzen der renormier-
ten QCD-Kopplung:
ZOS2 = 1 + C()
αs
2pi
(
µ2
m2
)
CF
1
2
2− 3
1− 2 + C
2()
(αs
2pi
)2
Z
(2)
2 +O(α3s)
(3.8)
mit
Z
(2)
2 = C
2
F
(
µ2
m2
)2 [
9
8 2
+
51
16 
+
433
32
− 39
2
ζ(2) + 24 ζ(2) ln(2)− 6 ζ(3)
]
+CFCA
[(
µ2
m2
)2(
− 11
8 2
− 101
16 
+
15
2
ζ(2)− 803
32
− 12 ζ(2) ln(2)
+ 3 ζ(3)
)
+
(
µ2
m2
)
11
12
(
3
2
+
4

+ 8
)]
+CFTFNl
[(
µ2
m2
)2(
1
2 2
+
9
4 
+ 2 ζ (2) +
59
8
)
−
(
µ2
m2
)(
1
2
+
4
3
+
8
3
)]
+CFTR
[(
µ2
m2
)2(
1
2
+
19
12 
+
1139
72
− 8 ζ(2)
)
−
(
µ2
m2
)(
1
2
+
4
3
+
8
3
)]
.
(3.9)
Bei der Berechnung der Renormierungskonstanten fu¨r den QQ¯g-Vertex, Z1F,
kommt es zu einer Mischung des MS- und des OS-Schemas, da Z1F die
Slavnov-Taylor-Identita¨t
Z1F = Z
MS
g Z
OS
2
(
ZMS3
) 1
2
(3.10)
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erfu¨llen muß. Bei Verwendung der Renormierungskonstanten (3.5), (3.6) und
(3.8) ergibt sich:
Z1F = 1− C() αs
2pi
1
2
(
CA − CF
(
µ2
m2
)
2− 3
1− 2
)
+O(α2s). (3.11)
Vorgreifend auf die Berechnung der Subtraktionsterme ist es zweckma¨ßig, die
folgenden Abku¨rzungen zu definieren:
δ1F = Z1F − 1, (3.12)
δ2 = Z
OS
2 − 1 = δ(1l)2 + δ(2l)2 , (3.13)
δ3 = Z
MS
3 − 1, (3.14)
δm =
(
ZOS2 Z
OS
m − 1
)
m. (3.15)
Mit den Renormierungkonstanten (3.5), (3.6), (3.7), (3.8) und (3.11) ist es
jetzt mo¨glich, die Beitra¨ge der Subtraktionsterme zu den Formfaktoren Fi
und Gi zu berechnen.
3.2 Subtraktionsterme
δ
(1l)
2
(a)
δ
(1l)
2 6p− δm
(b)
δ
(1l)
2 6p− δm
(c)
δ1F
(d)
δ1F
(e)
δ3
(f)
δ
(1l)
2
(g)
δ
(2l)
2
(h)
Abbildung 3.1: Subtraktionsterme zur Renormierung (a) der 1-Schleifen-Beitra¨ge
und (b)–(h) der 2-Schleifen-Beitra¨ge. Die Diagramme (b) und (c)
bzw. (d) und (e) liefern identische Beitra¨ge.
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Die fu¨r die Renormierung beno¨tigten Subtraktionsterme sind in Abbildung
3.1 dargestellt. Bei den Amplituden 3.1(b) bis 3.1(g) handelt es sich um
1-Schleifen-Amplituden mit den entsprechenden Counterterm-Vertizes, die
durch Kreuze symbolisiert sind und deren nebenstehende Feynmanregeln die
in Abschnitt 3.1 definierten Abku¨rzungen beinhalten. Die Amplituden 3.1(a)
und 3.1(h) hingegen sind proportional zu der Born-Amplitude.
Die Renormierung der 1-Schleifen-Beitra¨ge geschieht mit Hilfe des Subtrakti-
onsterms aus Abbildung 3.1(a). Entsprechend den 1-Schleifen-Beitra¨gen muß
auch der Subtraktionsterm von der Ordnung αs sein. Analog mu¨ssen die
Subtraktionsterme zur Renormierung der 2-Schleifen-Beitra¨ge bis zur Ord-
nung α2s berechnet werden. Der Gluonaustausch in den Amplituden 3.1(b)
bis 3.1(g) ist schon von der Ordnung αs, so daß die auftretenden Renor-
mierungskonstanten nur, wie bereits erwa¨hnt, bis zur Ordnung αs beno¨tigt
werden. Fu¨r die Amplitude 3.1(h) wird aus demselben Grund die Renormie-
rungskonstante ZOS2 bis zur Ordnung α
2
s beno¨tigt.
Die Beitra¨ge der Subtraktionsterme zu den Formfaktoren werden mit Hilfe
der Projektoren (2.11) bis (2.14) und unter Verwendung von (2.15) bis (2.18)
berechnet. Um bei der Berechnung der entstehenden 1-Schleifen-Integrale
erneut von den bekannten 2-Schleifen-Masterintegralen zu profitieren, wird
auf die in Abschnitt 2.6 beschriebene Methode zuru¨ckgegriffen, d. h.
• Multiplikation der 1-Schleifen-Amplitude mit einem massiven Tadpole
(2.66),
• Verwenden der Reduktion auf Masterintegrale,
• Umrechnen und Einsetzen der Masterintegrale,
• Division durch den Tadpole und
• abschließende Entwicklung in .
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Kapitel 4
Ergebnisse fu¨r die renormierten
Formfaktoren
In diesem Kapitel werden die Ergebnisse fu¨r die UV-renormierten 1- und
2-Schleifen-Beitra¨ge zu den Formfaktoren angegeben. Anschließend folgt die
Berechnung der Abha¨ngigkeit von der Renormierungsskala und der analyti-
schen Fortsetzung der Formfaktoren u¨ber die Produktionsschwelle s > 4m2.
Das Kapitel schließt mit der Untersuchung der Formfaktoren in der Na¨he der
Produktionsschwelle sowie fu¨r asymptotisch hohe Schwerpunktsenergien.
4.1 Renormierte Formfaktoren
Die renormierten Formfaktoren Fi,R und Gi,R errechnen sich aus der Sum-
me der unrenormierten Beitra¨ge aus Kapitel 2 und der Beitra¨ge der Sub-
traktionsterme aus Abschnitt 3.2. Obwohl die Ultraviolettdivergenzen durch
die Renormierungsprozedur entfernt wurden, verbleiben noch −2- und −1-
Divergenzen in den Formfaktoren. Diese geho¨ren zu Infrarot- und kollinea-
ren Divergenzen, die erst bei der Bildung von physikalischen Observablen
verschwinden, wenn die reellen Korrekturen in der gleichen Ordnung in αs
hinzugenommen werden.
4.1.1 Renormierte 1-Schleifen-Beitra¨ge
Die Ergebnisse fu¨r die renormierten 1-Schleifen-Formfaktoren lassen sich be-
zu¨glich der Ordnung im Regularisierungsparameter  zerlegen:
F
(1l)
i,R
(
s,
µ2
m2
)
= C()
(
µ2
m2
)
CF
(
1

f
(i,1l)
1 + f
(i,1l)
2 +  f
(i,1l)
3
)
+O (2) ,
(4.1)
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G
(1l)
i,R
(
s,
µ2
m2
)
= C()
(
µ2
m2
)
CF
(
1

g
(i,1l)
1 + g
(i,1l)
2 +  g
(i,1l)
3
)
+O (2) ,
(4.2)
mit den Koeffizienten
f
(1,1l)
1 = (x
2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]− 1, (4.3)
f
(1,1l)
2 = 1/2 (3 x
2 + 2 x+ 3)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(2 x2 + ζ(2) x2 + ζ(2)− 2) / [(x− 1) (x+ 1)], (4.4)
f
(1,1l)
3 = −(x2 + 1) (−4 + ζ(2))H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(3 x2 + 2 x+ 3)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+1/2 (3 x2 + 2 x+ 3)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+2 ζ(2) (x2 + 1)H(−1; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)H(0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)H(−1, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)H(0,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−1/2 (3 ζ(2) x2 + 8 x2 + 4 ζ(3) x2 + 2 ζ(2) x− 8 + 3 ζ(2)
+ 4 ζ(3)) / [(x− 1) (x+ 1)], (4.5)
f
(2,1l)
1 = 0, (4.6)
f
(2,1l)
2 = 2 xH(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)], (4.7)
f
(2,1l)
3 = 8 xH(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−4 xH(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+2 xH(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 ζ(2) x / [(x− 1) (x+ 1)], (4.8)
g
(1,1l)
1 = (x
2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]− 1, (4.9)
g
(1,1l)
2 = −2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+1/2 (3 x2 − 2 x+ 3)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(ζ(2) x2 + 2 x2 − 2 + ζ(2)) / [(x− 1) (x+ 1)], (4.10)
g
(1,1l)
3 = −(3 x2 − 2 x+ 3)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+1/2 (3 x2 − 2 x+ 3)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
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+2 ζ(2) (x2 + 1)H(−1; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)H(0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)H(−1, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)H(0,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(x2 + 1) (−4 + ζ(2))H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−1/2 (8 x2 + 4 ζ(3) x2 + 3 ζ(2) x2 − 2 ζ(2) x− 8 + 4 ζ(3)
+ 3 ζ(2)) / [(x− 1) (x+ 1)], (4.11)
g
(2,1l)
1 = 0, (4.12)
g
(2,1l)
2 = 2 (3 x
2 − 2 x+ 3) xH(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)3]
−4 x/(x− 1)2, (4.13)
g
(2,1l)
3 = 4 (3 x
2 − 2 x+ 3) xH(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)3]
−4 (3 x2 − 2 x+ 3) xH(−1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)3]
+2 (3 x2 − 2 x+ 3) xH(0, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)3]
−2 (3 ζ(2) x2 + 4 x2 − 2 ζ(2) x− 4
+ 3 ζ(2)) x / [(x+ 1) (x− 1)3]. (4.14)
Offensichtlich ha¨ngen die Koeffizienten nicht von der Renormierungsskala µ
ab. Die gemeinsame Normierung C()(µ2/m2) geht nach Beseitigung aller
Divergenzen im Grenzu¨bergang  → 0 gegen 1 und kann daher zu keiner
µ-Abha¨ngigkeit der 1-Schleifen-Beitra¨ge fu¨hren.
4.1.2 Renormierte 2-Schleifen-Beitra¨ge
Aus Gru¨nden der U¨bersichtlichkeit werden die renormierten 2-Schleifen-Bei-
tra¨ge bezu¨glich ihrer Ordnung im Regularisierungsparameter  und ihrer
Farbstruktur zerlegt und die Renormierungsskala µ gleich der On-Shell-Masse
m gesetzt. Die Logarithmen, die im Falle µ 6= m entstehen, werden in Ab-
schnitt 4.2 angegeben.
F
(2l)
i,R (s) = C
2()
{
1
2
(CFTFNl f
(i,2l)
1 + CFTF f
(i,2l)
2 + CFCA f
(i,2l)
3 + C
2
F f
(i,2l)
4 )
+
1

(CFTFNl f
(i,2l)
5 + CFTF f
(i,2l)
6 + CFCA f
(i,2l)
7 + C
2
F f
(i,2l)
8 )
+ (CFTFNl f
(i,2l)
9 + CFTF f
(i,2l)
10 + CFCA f
(i,2l)
11 + C
2
F f
(i,2l)
12 )
}
,
(4.15)
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G
(2l)
i,R (s) = C
2()
{
1
2
(CFTFNl g
(i,2l)
1 + CFTF g
(i,2l)
2 + CFCA g
(i,2l)
3 + C
2
F g
(i,2l)
4 )
+
1

(CFTFNl g
(i,2l)
5 + CFTF g
(i,2l)
6 + CFCA g
(i,2l)
7 + C
2
F g
(i,2l)
8 )
+ (CFTFNl g
(i,2l)
9 + CFTF g
(i,2l)
10 + CFCA g
(i,2l)
11 + C
2
F g
(i,2l)
12 )
}
.
(4.16)
Die Koeffizienten f
(i,2l)
j und g
(i,2l)
j werden in Anhang A.1 explizit angegeben.
4.2 Abha¨ngigkeit der Formfaktoren von der
Renormierungsskala
Entgegen den 1-Schleifen-Beitra¨gen in Abschnitt 4.1.1 zeigen die 2-Schleifen-
Beitra¨ge eine explizite Abha¨ngigkeit von der Renormierungsskala µ. Das liegt
an der Renormierungskonstante fu¨r die QCD-Kopplung, ZMSg , die zum ersten
Mal auf 2-Schleifen-Niveau auftritt und sich in den Renormierungskonstan-
ten ZMS3 und Z
OS
2 niederschla¨gt und dort zu unterschiedlichen Potenzen in
(µ2/m2) fu¨hrt. Wird der globale Faktor (µ2/m2)2 ausgeklammert, so ent-
stehen Ausdru¨cke proportional zu (µ2/m2)−, deren Entwicklung(
µ2
m2
)−
= 1−  ln
(
µ2
m2
)
+
1
2
2 ln2
(
µ2
m2
)
+O(3) (4.17)
mit den Resultaten aus (4.15) und (4.16) multipliziert wird. Das Produkt der
−1- und −2-Divergenzen aus F
(2l)
i,R bzw. G
(2l)
i,R und der - und 
2-Termen aus
(4.17) erzeugt endliche Terme, die sich entsprechend der Potenz von
L := ln(µ2/m2) (4.18)
ordnen lassen:
F
(2l)
i,R
(
s,
µ2
m2
)
= C2()
(
µ2
m2
)2 {
F
(2l)
i,R (s) +M(2l)i (s)L+N (2l)i (s)L2
}
,
(4.19)
G
(2l)
i,R
(
s,
µ2
m2
)
= C2()
(
µ2
m2
)2 {
G
(2l)
i,R (s) +O(2l)i (s)L+ P (2l)i (s)L2
}
,
(4.20)
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mit F
(2l)
i,R (s) und G
(2l)
i,R (s) wie in (4.15) und (4.16). Bei Verwendung des ersten
Koeffizienten der QCD-β-Funktion,
β0 =
11CA − 4TF (Nl + 1)
6
, (4.21)
lauten die Funktionen M(2l)i bis P (2l)i :
M(2l)1 = CF β0
(1

[
(x2 + 1)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]− 1]
+ 3/2 (x+ 1)H(0; x) / (x− 1)
+ (x2 + 1)H(0, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
− 2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
− (ζ(2) x2 + 2 x2 + ζ(2)− 2) / [(x+ 1) (x− 1)]
)
,
(4.22)
N (2l)1 = −CF β0 (1/2 (x2 + 1)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]− 1/2), (4.23)
M(2l)2 = CF β0 2 xH(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)], (4.24)
N (2l)2 = 0, (4.25)
O(2l)1 = CF β0
(1

[
(x2 + 1)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]− 1]
+ 1/2 (3 x2 − 2 x+ 3)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
− 2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
+ (x2 + 1)H(0, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
− (2 x2 + ζ(2) x2 + ζ(2)− 2) / [(x+ 1) (x− 1)]
)
,
(4.26)
P(2l)1 = −CF β0 (1/2 (x2 + 1)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]− 1/2), (4.27)
O(2l)2 = CF β0 (2 x (3 x2 − 2 x+ 3)H(0; x) / [(x+ 1) (x− 1)3]
− 4 x / (x− 1)2), (4.28)
P(2l)2 = 0. (4.29)
4.3 Analytische Fortsetzung
Alle bisherigen Ergebnisse fu¨r die Formfaktoren gelten fu¨r raumartige Im-
pulsu¨bertra¨ge qµqµ = s < 0. Insbesondere gilt
x =
√−s + 4m2 −√−s√−s + 4m2 +√−s ∈ [0,−1], (4.30)
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womit alle Harmonischen Polylogarithmen H(~a; x) und damit auch die Form-
faktoren F
(2l)
i,R und G
(2l)
i,R reellwertig sind. Bei der Paarproduktion schwerer
Quarks muß die Schwerpunktsenergie mindestens der zweifachen Quarkmas-
se entsprechen: √
s ≥ 2m⇒ s ≥ 4m2. (4.31)
Die raumartigen Formfaktoren lassen sich durch die analytische Fortsetzung
s→ s+ iδ, δ > 0, (4.32)
in diesen Bereich fortsetzen. Dazu wird die Variable
y :=
√
s−√s− 4m2√
s+
√
s− 4m2 ∈ [0, 1] fu¨r s ≥ 4m
2 (4.33)
definiert, die an der Produktionsschwelle s = 4m2 den Wert y = 1 und fu¨r
s → ∞ den Wert y = 0 annimmt. Die analytische Fortsetzung von x ergibt
sich als Folge von (4.32) zu:
x→ −y + iδ. (4.34)
Oberhalb der Produktionsschwelle entwickeln die Formfaktoren absorptive
Anteile. Diese stammen aus der analytischen Fortsetzung derjenigen Harmo-
nischen Polylogarithmen, deren letzter Index gleich 0 ist, d. h. die von der
Form H(~a′, 0; x) sind. Diese beinhalten immer einen Anteil proportional zu
ln(x), fu¨r den bekanntermaßen
H(0; x) = ln(x) = ln(−y + iδ) = ln(y) + ipi (4.35)
gilt. Die analytische Fortsetzung aller auftretenden HPL kann anhand von
[RV00, GR01] vollzogen werden. Fu¨r praktische Anwendungen empfiehlt es
sich, die fu¨r s ≥ 4m2 komplexwertigen Formfaktoren in Real- und Ima-
gina¨rteil aufzuteilen. Daru¨berhinaus wird der U¨bersichtlichkeit halber ein
Faktor pi aus dem Imagina¨rteil herausgezogen:
Fi(s+ i) = ReFi(s) + ipiImFi(s), (4.36)
Gi(s+ i) = ReGi(s) + ipiImGi(s). (4.37)
Mit dieser Konvention ergibt sich fu¨r die Koeffizienten von F
(1l)
1 :
Re f
(1,1l)
1 = (y
2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]− 1, (4.38)
Re f
(1,1l)
2 = 1/2 (3 y
2 − 2 y + 3)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
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+(y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 2 ζ(2) y2 − 1 + 2 ζ(2)) / [(y− 1) (y + 1)], (4.39)
Re f
(1,1l)
3 = −4 (y2 + 1) (−1 + ζ(2))H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(3 y2 − 2 y + 3)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+4 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 − 2 y + 3)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(0, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8 ζ(2) (y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (2 y2 + 3 ζ(2) y2 + ζ(3) y2 − 2 ζ(2) y + 3 ζ(2)− 2
+ ζ(3)) / [(y− 1) (y + 1)], (4.40)
Im f
(1,1l)
1 = (y
2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (4.41)
Im f
(1,1l)
2 = (y
2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 − 2 y + 3) / [(y − 1) (y + 1)], (4.42)
Im f
(1,1l)
3 = 2 (y
2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 − 2 y + 3)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(3 y2 − 2 y + 3)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(0, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+4 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 1) (−2 + ζ(2)) / [(y− 1) (y + 1)]. (4.43)
Die Real- und Imagina¨rteile der Entwicklungskoeffizienten von F
(1l)
2 lauten:
Re f
(2,1l)
1 = 0, (4.44)
Re f
(2,1l)
2 = −2 yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)], (4.45)
Re f
(2,1l)
3 = −4 yH(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8 yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 yH(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8 ζ(2) y / [(y − 1) (y + 1)], (4.46)
Im f
(2,1l)
1 = 0, (4.47)
Im f
(2,1l)
2 = −2 y / [(y − 1) (y + 1)], (4.48)
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Im f
(2,1l)
3 = −4 y H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 y H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8 y / [(y − 1) (y + 1)]. (4.49)
Fu¨r die Koeffizienten g
(1,1l)
j gilt:
Re g
(1,1l)
1 = (y
2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]− 1, (4.50)
Re g
(1,1l)
2 = 1/2 (3 y
2 + 2 y + 3)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (2 ζ(2) y2 + y2 − 1 + 2 ζ(2)) / [(y− 1) (y + 1)], (4.51)
Re g
(1,1l)
3 = −8 ζ(2) (y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4 (y2 + 1) (−1 + ζ(2))H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 + 2 y + 3)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(0, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(3 y2 + 2 y + 3)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+4 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (3 ζ(2) y2 + 2 y2 + ζ(3) y2 + 2 ζ(2) y + 3 ζ(2)− 2
+ ζ(3)) / [(y− 1) (y + 1)], (4.52)
Im g
(1,1l)
1 = (y
2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (4.53)
Im g
(1,1l)
2 = 2 (y
2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 + 2 y + 3) / [(y − 1) (y + 1)], (4.54)
Im g
(1,1l)
3 = 2 (y
2 + 1)H(0, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(3 y2 + 2 y + 3)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+4 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/2 (3 y2 + 2 y + 3)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 1) (−2 + ζ(2)) / [(y− 1) (y + 1)]. (4.55)
Die analytische Fortsetzung der Koeffizienten g
(2,1l)
j lautet:
Re g
(2,1l)
1 = 0, (4.56)
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Re g
(2,1l)
2 = −2 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0; y) / [(y + 1)3 (y − 1)]
+4 y / (y + 1)2, (4.57)
Re g
(2,1l)
3 = −2 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−4 (3 y2 + 2 y + 3) yH(1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−4 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0; y) / [(y + 1)3 (y − 1)]
+8 (3 ζ(2) y2 + y2 + 2 ζ(2) y + 3 ζ(2)
− 1) y / [(y + 1)3 (y − 1)], (4.58)
Im g
(2,1l)
1 = 0, (4.59)
Im g
(2,1l)
2 = −2 (3 y2 + 2 y + 3) y / [(y + 1)3 (y − 1)], (4.60)
Im g
(2,1l)
3 = −2 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0; y) / [(y + 1)3 (y − 1)]
−4 (3 y2 + 2 y + 3) yH(1; y) / [(y + 1)3 (y − 1)]
−4 (3 y2 + 2 y + 3) y / [(y + 1)3 (y − 1)]. (4.61)
Die Real- und Imagina¨rteile der Entwicklungskoeffizienten f
(i,2l)
j und g
(i,2l)
j
der 2-Schleifen-Beitra¨ge (4.15) bzw. (4.16) sind in Anhang A.2 fu¨r µ = m
explizit angegeben.
4.4 Entwicklungen
Von allen Werten, die die Schwerpunktsenergie und damit y annehmen kann,
sind zwei von besonderer Bedeutung:
• die Produktionsschwelle bei s ≈ 4m2 und
• der Grenzwert sehr hoher Schwerpunktsenergien mit s  m2.
Die berechneten Formfaktoren lassen sich fu¨r die angegebenen Fa¨lle ent-
wickeln, wodurch einerseits die Ausdru¨cke vereinfacht werden ko¨nnen und
andererseits Vergleiche mit bekannten Ergebnissen, die fu¨r diese Na¨herungen
berechnet wurden, ermo¨glicht werden.
4.4.1 Schwellenentwicklung
In der Na¨he der Produktionsschwelle, s ≈ 4m2, lassen sich die oben berech-
neten 2-Schleifenbeitra¨ge zu den Formfaktoren fu¨r kleine Geschwindigkeiten
β des schweren Quarks im center-of-mass-System,
β :=
√
1− 4m2/s→ 0, (4.62)
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entwickeln. Das entspricht dem Grenzu¨bergang
y =
√
s−√s− 4m2√
s+
√
s− 4m2 =
1−√1− 4m2/s
1 +
√
1− 4m2/s =
1− β
1 + β
β→0−→ 1. (4.63)
Nach der Ersetzung y → (1 − β)/(1 + β) werden die Harmonischen Polylo-
garithmen
H(~a; y) = H
(
~a;
1− β
1 + β
)
(4.64)
mit Hilfe der Transformationsregeln aus [RV00, GR01] in Linearkombinatio-
nen von HPL mit dem Argument β umgewandelt, deren Reihenentwicklung
in β und ln(β) in [RV00] erkla¨rt ist.
Dieses Verfahren wird auf die Real- und Imagina¨rteile der Koeffizienten der 1-
Schleifen-Beitra¨ge, f
(i,1l)
j und g
(i,1l)
j , bzw. der 2-Schleifen-Beitra¨ge, f
(i,2l)
j und
g
(i,2l)
j , angewendet. Anschließend sind diese als Reihe in β und ln(β) gegeben
und ko¨nnen in β → 0 entwickelt werden.
Fu¨r die Entwicklungskoeffizienten der 1-Schleifen-Beitra¨ge F
(1l)
i,R und G
(1l)
i,R
ergibt sich bis zur Ordnung β0:
Re f
(1,1l)
1 = 0, (4.65)
Re f
(1,1l)
2 =
3 ζ(2)
β
− 3, (4.66)
Re f
(1,1l)
3 = −
3 ζ(2)
β
(2 ln(2 β)− 1) + 2, (4.67)
Im f
(1,1l)
1 = −
1
2 β
, (4.68)
Im f
(1,1l)
2 =
1
2 β
(2 ln(2 β)− 1), (4.69)
Im f
(1,1l)
3 =
1
β
(− ln2(2 β) + ln(2 β)− 2 + ζ(2)), (4.70)
und
Re f
(2,1l)
1 = 0, (4.71)
Re f
(2,1l)
2 = −1, (4.72)
Re f
(2,1l)
3 = −
3 ζ(2)
β
− 2, (4.73)
Im f
(2,1l)
1 = 0, (4.74)
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Im f
(2,1l)
2 =
1
2 β
, (4.75)
Im f
(2,1l)
3 = −
1
β
(ln(2 β)− 2), (4.76)
sowie
Re g
(1,1l)
1 = 0, (4.77)
Re g
(1,1l)
2 =
3 ζ(2)
β
− 2, (4.78)
Re g
(1,1l)
3 =
6 ζ(2)
β
(ln(2 β)− 1), (4.79)
Im g
(1,1l)
1 = −
1
2 β
, (4.80)
Im g
(1,1l)
2 =
1
β
(ln(2 β)− 1), (4.81)
Im g
(1,1l)
3 =
1
β
(− ln2(2 β) + 2 ln(2 β)− 2 + ζ(2)), (4.82)
und
Re g
(2,1l)
1 = 0, (4.83)
Re g
(2,1l)
2 = −1, (4.84)
Re g
(2,1l)
3 = −
6 ζ(2)
β
+ 2, (4.85)
Im g
(2,1l)
1 = 0, (4.86)
Im g
(2,1l)
2 =
1
β
, (4.87)
Im g
(2,1l)
3 = −
1
β
(2 ln(2 β)− 2). (4.88)
Die Resultate fu¨r die 2-Schleifen-Beitra¨ge sind in Anhang A.3.1 fu¨r µ = m
bis zur Ordnung β0 angegeben.
4.4.2 Asymptotische Entwicklung
Im Falle von sehr hohen Schwerpunktsenergien lassen sich die analytisch
fortgesetzten Formfaktoren in der dimensionslosen Variablen
r :=
s
m2
→∞ (4.89)
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entwickeln. Das entspricht
y =
√
s−√s− 4m2√
s+
√
s− 4m2 =
√
s/m2 −√s/m2 − 4√
s/m2 +
√
s/m2 − 4 =
√
r −√r − 4√
r +
√
r − 4
r→∞−→ 0.
(4.90)
Zuerst werden die Harmonischen Polylogarithmen H(~a; y) fu¨r y → 0 als
Reihe in y und ln(y) entwickelt. Anschließend kann die Ersetzung (4.89) vor-
genommen und die Resultate fu¨r r →∞ entwickelt werden.
Fu¨r die Entwicklungskoeffizienten der 1-Schleifen-Beitra¨ge F
(1l)
i,R und G
(1l)
i,R
ergibt sich bis zur Ordnung r−1:
Re f
(1,1l)
1 = ln(r)− 1−
2
r
, (4.91)
Re f
(1,1l)
2 =
ln(r)
2
(− ln(r) + 3)− 2 + 4 ζ(2)
+
1
r
(3 ln(r)− 1), (4.92)
Re f
(1,1l)
3 =
ln2(r)
12
(2 ln(r)− 9)
+(4− 4 ζ(2)) ln(r)− 4 + 2 ζ(3) + 6 ζ(2)
+
1
2 r
(−3 ln2(r) + 12 ln(r)− 6 + 24 ζ(2)), (4.93)
Im f
(1,1l)
1 = −1, (4.94)
Im f
(1,1l)
2 = ln(r)−
3
2
− 3
r
, (4.95)
Im f
(1,1l)
3 =
ln(r)
2
(− ln(r) + 3)− 4 + 2 ζ(2), (4.96)
(4.97)
und
Re f
(2,1l)
1 = 0, (4.98)
Re f
(2,1l)
2 = −
2 ln(r)
r
, (4.99)
Re f
(2,1l)
3 =
1
r
(ln2(r)− 8 ln(r)− 8 ζ(2)), (4.100)
Im f
(2,1l)
1 = 0, (4.101)
Im f
(2,1l)
2 =
2
r
, (4.102)
Im f
(2,1l)
3 =
2
r
(− ln(r) + 4), (4.103)
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(4.104)
sowie
Re g
(1,1l)
1 = ln(r)− 1−
2
r
, (4.105)
Re g
(1,1l)
2 =
ln(r)
2
(− ln(r) + 3)− 2 + 4 ζ(2)
+
1
r
(5 ln(r)− 1), (4.106)
Re g
(1,1l)
3 =
ln2(r)
12
(2 ln(r)− 9)
+(4− 4 ζ(2)) ln(r)− 4 + 6 ζ(2) + 2 ζ(3)
1
2 r
(−5 ln2(r) + 12 ln(r)− 6 + 40 ζ(2)), (4.107)
Im g
(1,1l)
1 = −1, (4.108)
Im g
(1,1l)
2 = ln(r)−
3
2
− 5
r
, (4.109)
Im g
(1,1l)
3 =
ln(r)
2
(− ln(r) + 3)− 4 + 2 ζ(2)
+
1
r
(5 ln(r)− 6), (4.110)
(4.111)
und
Re g
(2,1l)
1 = 0, (4.112)
Re g
(2,1l)
2 =
2
r
(−3 ln(r) + 2), (4.113)
Re g
(2,1l)
3 =
1
r
(3 ln2(r)− 12 ln(r)− 24 ζ(2) + 8), (4.114)
Im g
(2,1l)
1 = 0, (4.115)
Im g
(2,1l)
2 =
6
r
, (4.116)
Im g
(2,1l)
3 =
6
r
(− ln(r) + 2). (4.117)
Die Resultate fu¨r die Real- und Imagina¨rteile der Entwicklungskoeffizienten
der 2-Schleifen-Beitra¨ge sind in Anhang A.3.2 fu¨r µ = m bis zur Ordnung
r−1 angegeben.
46 KAPITEL 4. Ergebnisse fu¨r die renormierten Formfaktoren
47
Kapitel 5
Anomale Beitra¨ge zu den
Formfaktoren
In diesem Kapitel werden die noch ausstehenden anomalen Beitra¨ge zu den
Formfaktoren berechnet. Das Attribut
”
anomal“ deutet an, daß in diesen
Beitra¨gen die Adler-Bell-Jackiw-Dreiecksanomalie auftritt. Daher wird im
ersten Abschnitt auf die ABJ-Anomalie und die daraus resultierenden Modi-
fikationen der relevanten Ward-Identita¨ten eingegangen. Anschließend wird
die Berechnung der anomalen Beitra¨ge, sowie die spezielle Renormierung be-
schrieben, die hier vonno¨ten ist. Dann werden die Ergebnisse fu¨r die renor-
mierten Formfaktoren, deren analytische Fortsetzung, sowie die Schwellen-
bzw. die asymptotische Entwicklung angegeben. Abschließend werden alle
beno¨tigten Beitra¨ge fu¨r die Ward-Identita¨ten berechnet und die Gu¨ltigkeit
der Ward-Identita¨t nachgewiesen.
5.1 Adler-Bell-Jackiw-Anomalie
γµγ5
Abbildung 5.1: Dreiecks-Axialvektordiagramm: Die geraden Linien symbolisieren
ein massives Spin-1/2-Fermion, die gewellten Linien Off-Shell-
Photonen. Das gekreuzte Diagramm ist nicht gezeichnet.
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In [Adl69] wird im Rahmen der QED in d = 4 Dimensionen und unter
Verwendung der Pauli-Villars-Regularisierung [PVi49] der Axialvektorstrom
j5µ := ψ¯(x)γµγ5ψ(x) (5.1)
und der Pseudoskalarstrom
j5 := ψ¯(x)γ5ψ(x) (5.2)
untersucht, wobei ψ(x) ein Spin-1/2-Feld mit der unrenormierten Masse mψ,0
bezeichnet. Es stellt sich heraus, daß der Axialvektorstrom j5µ eine Anomalie
zeigt, was bedeutet, daß fu¨r die Divergenz des renormierten Axialvektorstro-
mes nicht, wie formal erwartet,
∂µj5µ = 2imψ,0ψ¯γ5ψ = 2imψ,0 j5(x) (5.3)
gilt, sondern daß auf Quantenniveau unvermeidbar ein zusa¨tzlicher Term
auftritt. Dieser anomale Term ist proportional zum Operator
F (x) F˜ (x) ≡ µναβ F µν(x)F αβ(x), (5.4)
wobei F µν ≡ ∂µAν − ∂νAµ der elektromagnetische Feldsta¨rketensor ist und
die Konvention 0123 = −0123 = +1 gilt. Die korrekte Divergenz des unre-
normierten Axialvektorstromes lautet:
∂µj5µ(x) = 2imψ,0 j5(x) +
α0
4pi
F (x) F˜ (x), (5.5)
wobei α0 die unrenormierte QED-Kopplung ist. Diese sogenannte Adler-Bell-
Jackiw-Anomalie [Adl69, BJ69] hat ihren Ursprung in dem in Abbildung 5.1
dargestellten Diagramm. Eine unmittelbare Folge der ABJ-Anomalie besteht
darin, daß die chiralen Ward-Identita¨ten fu¨r Axialvektorstro¨me modifiziert
werden mu¨ssen. Betroffen sind alle Beitra¨ge, die Abbildung 5.1 als Subdia-
gramm beinhalten. Dem Adler-Bardeen-Theorem [AB69] zufolge erfa¨hrt (5.5)
keine Renormierung und ist damit in allen Ordnungen der Sto¨rungstheorie
gu¨ltig.
Diese Betrachtungen sollen nun auf die hier betrachtete Fragestellung u¨ber-
tragen werden. Analog zu [Adl69] wird der Axialvektorstrom
J5µ := Q¯(x)γµγ5Q(x) (5.6)
und der Pseudoskalarstrom
J5 := Q¯(x)γ5Q(x) (5.7)
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definiert, wobei Q(x) ein massives Quarkfeld bezeichnet. Die Tatsache, daß
abweichend von [Adl69] die dimensionelle Regularisierung verwendet wird,
hat zur Folge, daß alle auftretenden Gro¨ßen renormiert werden mu¨ssen, um
dem Adler-Bardeen-Theorem zu genu¨gen. Damit ergibt sich fu¨r die Divergenz
des Axialvektorstromes:
(∂µJ5µ)R = 2im
(
Q¯γ5Q
)
R
+
αs
4pi
TF (GG˜)R, (5.8)
wobei fu¨r den U¨bergang von der QED zur QCD die Ersetzungen
α0 → αs,
mφ,0 → m,
F F˜ → TF (GG˜)R (5.9)
vorgenommen worden sind. Hierbei ist αs die renormierte QCD-Kopplung,
m die renormierte Quarkmasse, TF =
1
2
und es gilt:
G(x) G˜(x) ≡ µναβ GA,µν(x)GA,αβ(x), (5.10)
mit dem Gluon-Feldsta¨rketensor GAµν(x) = ∂µA
A
ν − ∂νAAµ − gsfABCABµACν .
5.2 Renormierung der Stro¨me
Fu¨r die Berechnung der anomalen Beitra¨ge wird die Vorschrift nach [Lar93],
(γµγ5)
Larin → i
6
µµ1µ2µ3γ
µ1γµ2γµ3 , (5.11)
verwendet. Da diese Vorschrift die Antikommutativita¨t von γ5 verletzt, be-
darf es bei Verwendung von (5.11) einer endlichen Renormierung, um die
Antikommutativita¨t effektiv wiederherzustellen. Mit
”
effektiv“ ist gemeint,
daß die so renormierten Stro¨me die in d = 4 Dimensionen hergeleitete Glei-
chung (5.8) erfu¨llen. Das ist gleichbedeutend mit der Forderung, daß die
zugeho¨rigen Vertexfunktionen die im na¨chsten Abschnitt hergeleitete Ward-
Identita¨ten erfu¨llen.
Der Nichtsinglett-Axialvektorstrom
J35µ(x) = ψ¯(x)γµγ5τ
3ψ(x), (5.12)
mit
ψ(x) =
(
t(x)
b(x)
)
und τ 3 =
(
1 0
0 −1
)
, (5.13)
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geht bei der Ersetzung (5.11) in
J35µ(x) = ψ¯(x)
i
6
µ µ1µ2µ3γ
µ1γµ2γµ3τ 3ψ(x) (5.14)
u¨ber. In [Lar93] ist der Zusammenhang zwischen renormierten (Index R)
und unrenormierten Gro¨ßen derart festgelegt, daß OR = Z · O gilt. Dieser
Konvention gema¨ß gilt fu¨r den renormierten Nichtsinglett-Axialvektorstrom
im Minimalen Subtraktionsschema (MS):
J35µ,R(x) = Z
ns
MSZ
ns
5 J
3
5µ(x), (5.15)
wobei die UV-Divergenzen mit Hilfe von ZnsMS beseitigt werden und Z
ns
5 die
Antikommutativita¨t von γ5 wiederherstellt. Beide Renormierungskonstanten
sind in [Lar93] angegeben:
ZnsMS = 1 +
(αs
2pi
)2(11
6
CFCA − 2
3
CFTFNf
)
+O (α3s) , (5.16)
Zns5 = 1 +
αs
2pi
(−2CF ) +
(αs
2pi
)2(11
2
C2F −
107
36
CFCA +
1
9
CFTFNf
)
+O (α3s) , (5.17)
wobei Nf die Anzahl der Quarkflavour ist. A¨hnliches gilt fu¨r den Singlett-
Axialvektorstrom
Js5µ(x) =
∑
f
q¯f (x)
i
6
µµ1µ2µ3γ
µ1γµ2γµ3qf (x), (5.18)
wobei die Summe u¨ber alle Quarkflavour la¨uft. Der Singlett-Axialvektorstrom
wird analog zu (5.15) renormiert:
Js5µ,R(x) = Z
s
MSZ
s
5 J
s
5µ(x), (5.19)
mit den Renormierungskonstanten
ZsMS = 1 +
(αs
2pi
)2(11
6
CFCA +
5
6
CFTFNf
)
+O (α3s) , (5.20)
Zs5 = 1 +
αs
2pi
(−2CF ) +
(αs
2pi
)2(11
2
C2F −
107
36
CFCA +
31
36
CFTFNf
)
+O (α3s) . (5.21)
Mit Hilfe dieser Vorbetrachtungen la¨ßt sich nun auch der Axialvektorstrom
J5µ(x) = Q¯(x)γµγ5Q(x) = Q¯(x)
i
6
µ µ1µ2µ3γ
µ1γµ2γµ3Q(x) (5.22)
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renormieren. Die Renormierung von J5µ(x) erfolgt auf analoge Weise wie die
von J35µ(x) und J
s
5µ(x) in (5.15) bzw. (5.19):
J5µ,R(x) = ZJZ5J5µ(x). (5.23)
Aufgrund der Definition des Nichtsinglett- und des Singlett-Axialvektor-
stromes in [Lar93] lassen sich die beno¨tigten Renormierungskonstanten ZJ
und Z5 aus den Renormierungskonstanten (5.16), (5.17), (5.20) und (5.21)
herleiten. So ist ZJ − 1 die Differenz von ZsMS und ZnsMS, ausgewertet fu¨r ein
Quarkflavour, d. h. fu¨r Nf = 1:
ZJ − 1 = C2() (ZsMS − ZnsMS)
∣∣∣
Nf=1
= C2()
(αs
2pi
)2 3
2
CFTF +O(α3s). (5.24)
Hierbei wurde erneut die Umrechnung vom MS-Schema in das MS-Schema
durch Multiplikation von C2() vorgenommen. Analog gilt fu¨r Z5 − 1:
Z5 − 1 = C2() (Zs5 − Zns5 )
∣∣∣
Nf=1
= C2()
(αs
2pi
)2 3
4
CFTF +O(α3s). (5.25)
Eine wesentliche Eigenschaft dieser Renormierungskonstanten im MS-Sche-
ma ist ihre Massenunabha¨ngigkeit, das bedeutet insbesondere, daß sie univer-
sell fu¨r alle Kombinationen von internen und externen Massen sein sollten.
Demnach werden alle in Abbildung 5.2 dargestellten Beitra¨ge auf dieselbe
Art und Weise renormiert. Fu¨r die weiteren Rechnungen ist es von Vorteil,
die folgenden Abku¨rzungen zu definieren:
δJ = ZJ − 1, (5.26)
δ5 = Z5 − 1. (5.27)
Schließlich muß noch der Operator GG˜ renormiert werden. Dieser mischt un-
ter Renormierung [ET82] mit der Divergenz des Singlett-Axialvektorstromes
und es gilt:
(GG˜)R = ZGG˜GG˜+ ZGJ ∂
µJs5µ, (5.28)
wobei die in das MS-Schema umgerechneten Renormierungskonstanten aus
[Lar93] lauten:
ZGG˜ = 1 +O(αs), (5.29)
ZGJ = C()
αs
2pi
6CF

+O(α2s). (5.30)
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5.3 Chirale Ward-Identita¨ten
Die zu J5µ und J5 korrespondierenden Vertexfunktionen Γ5µ(q) und Γ5(q)
lassen sich zweckma¨ßigerweise in den Bornanteil und die aus den virtuellen
Korrekturen herru¨hrenden Anteile Λ5µ bzw. Λ5 zerlegen:
Γ5µ(q) = γµγ5 + Λ5µ(q), (5.31)
Γ5(q) = γ5 + Λ5(q). (5.32)
Die Korrekturen lassen sich der Notation von [Adl69] folgend weiter in
Λ5µ(q) = Λ
(A)
5µ (q) + Λ
(B)
5µ (q), (5.33)
Λ5(q) = Λ
(A)
5 (q) + Λ
(B)
5 (q), (5.34)
aufteilen, wobei der mit
”
(A)“ gekennzeichnete Anteil alle Diagramme um-
faßt, bei denen der γµγ5- bzw. γ5-Vertex mit der externen Quarklinie ver-
bunden ist. Insbesondere sind das die in Kapitel 2 bis 4 berechneten 1- und
2-Schleifen-Diagramme. Dahingegen liegt der γµγ5 -(γ5-)Vertex bei den mit
”
(B)“ gekennzeichneten Beitra¨gen nicht auf der externen Quarklinie, sondern
auf einer internen geschlossenen Quarkschleife. Auf 2-Schleifen-Niveau sind
das die in Abbildung 5.2 dargestellten Beitra¨ge.
Fu¨r die Typ-(A)-Vertexfunktion ergibt sich die folgende Ward-Identita¨t:
qµ Γ
(A)
5µ,R = 2mΓ
(A)
5,R, (5.35)
wobei
Γ
(A)
5µ,R = Z
OS
2 Γ
(A)
µ5 (5.36)
und
mΓ
(A)
5,R = m0 Z
OS
2 Γ
(A)
5 = mZ
OS
m Z
OS
2 Γ
(A)
5 (5.37)
gilt. Die in den Kapiteln 2 bis 4 mit Hilfe eines antikommutierenden γ5 be-
rechnete Vertexfunkion Γ
(A)
5µ erfu¨llt die Ward-Identita¨t (5.35).
Bei der Herleitung der Ward-Identita¨t fu¨r die Typ-(B)-Beitra¨ge entsteht
aufgrund der ABJ-Anomalie ein zusa¨tzlicher Beitrag durch die amputierte
1-Schleifen-Vertexfunktion αs F (s) des Operators αsGG˜. Fu¨r die Typ-(B)-
Beitra¨ge muß die anomale Ward-Identita¨t
qµ Λ
(B)
5µ,R = 2mΛ
(B)
5,R − i
αs
4pi
TF FR (5.38)
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erfu¨llt sein, wobei fu¨r die renormierten Typ-(B)-Beitra¨ge:
Λ
(B)
5µ,R = Λ
(B)
5µ + (δJ + δ5)γµγ5 (5.39)
gilt. Diese Beitra¨ge sollen im folgenden Abschnitt berechnet werden.
Die Berechnung des Pseudoskalarbeitrages Λ
(B)
5,R erfolgt in Abschnitt 5.5.1,
die der anomalen Vertexfunktion FR in Abschnitt 5.5.2. Mit Hilfe von (5.38)
kann u¨berpru¨ft werden, ob die fu¨r die Berechnung der Typ-(B)-Beitra¨ge ver-
wendete γ5-Vorschrift in d 6= 4 Dimensionen konsistent ist.
5.4 Berechnung der anomalen Beitra¨ge
γµγ5
(a) (m, m)
γµγ5
(b) (0, m)
γµγ5
(c) (m, 0)
γµγ5
(d) (0, 0)
Abbildung 5.2: Die vier verschiedenen anomalen Beitra¨ge zu Λ
(B)
5µ (q). Wie ge-
habt symbolisieren doppelte Linien massive und einfache Li-
nien masselose Quarks. Gluonen sind durch gewickelte Linien
dargestellt. Die gestrichelte Linie stellt einen Axialvektorvertex
dar. Die Kombination der internen und externen Massen ist
durch (mint,mext) gekennzeichnet. Die gekreuzten Diagramme
sind nicht dargestellt.
Wie zu Beginn von Kapitel 2 argumentiert, ko¨nnen die Typ-(B)-Beitra¨ge
Λ
(B)
5µ aufgrund der Parita¨ts- und CP-Erhaltung der QCD folgendermaßen in
dimensionslose Formfaktoren zerlegt werden:
Λ
(B)
5µ (q,mint, mext) = G
(B)
1 (s,mint, mext) γµγ5 +
1
2m
G
(B)
2 (s,mint, mext) qµγ5.
(5.40)
Aufgrund der Chiralita¨tserhaltung gilt fu¨r masselose externe Quarks
G
(B)
2 (s,mint, 0) ≡ 0. (5.41)
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γµγ5δJ
(a)
γµγ5δ5
(b)
Abbildung 5.3: Subtraktionsterme fu¨r die Renormierung von Λ
(B)
5µ .
Die Berechnung der Formfaktorbeitra¨ge la¨uft analog zu der in Kapitel 2 und
3 beschriebenen Berechnung der nichtanomalen Beitra¨ge ab. Im einzelnen
bedeutet das:
• Wahl geeigneter Projektoren,
• Berechnung des Zusammenhangs zwischen Projektoren und Formfak-
toren,
• Reduktion auf Masterintegrale,
• Umrechnen und Einsetzen bekannter Masterintegrale und
• Renormierung.
Da die Amplituden in Abbildung 5.2 zwei verschiedene Fermionlinien bein-
halten, existieren vier unterschiedliche Kombinationen fu¨r die interne und
die externe Masse, die in Abbildung 5.2 dargestellt sind. Aufgrund der un-
terschiedlichen Projektoren und Formfaktoren fu¨r massive bzw. masselose
externe Quarks ist es vorteilhaft, diese beiden Fa¨lle getrennt voneinander zu
betrachten.
5.4.1 Anomaliebeitra¨ge fu¨r massive externe Quarks
Fu¨r die beiden Fa¨lle von massiven externen Quarks, d. h. fu¨r die in 5.2(a) und
5.2(b) dargestellten Amplituden, bietet es sich an, die in (2.13) und (2.14)
definierten Projektoren entsprechend der Vorschrift (5.11) zu modifizieren:
P3,R = Tr
[
(γµγ5)
Larin (6k1 +m) Λ(B)5µ,R (6k2 −m)
]
, (5.42)
P4,R = Tr
[
γLarin5 q
µ (6k1 +m) Λ(B)5µ,R (6k2 −m)
]
. (5.43)
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Hierin wird fu¨r Λ
(B)
5µ,R die Amplitude aus Abbildung 5.2(a) bzw. 5.2(b) zuzu¨g-
lich der Subtraktionsterme aus Abbildung 5.3 eingesetzt. Fu¨r (γµγ5)
Larin wird
die Ersetzung (5.11) sowohl in den Projektoren als auch in Λ
(B)
5µ,R vorgenom-
men. Aus Konsistenzgru¨nden ist es nicht ohne weiteres mo¨glich, γLarin5 direkt
zu ersetzen. Stattdessen wird γLarin5 unter Ausnutzung der Zyklizita¨t zuna¨chst
an das Ende der Spur gebracht. Zusammen mit einer γ-Matrix aus 6 k2, aus
Λ
(B)
5µ oder aus einer schon erfolgten Ersetzung von (γµγ5)
Larin kann nun die
Ersetzung (5.11) durchgefu¨hrt werden.
Nach der Berechnung der Spur beinhalten die Projektoren (5.42) und (5.43)
etliche 2-Schleifen-Integrale, die mit Hilfe des in Abschnitt 2.4.5 beschriebe-
nen Verfahren auf Masterintegrale reduziert werden. Diese Masterintegrale
liegen in [BMR03, BMR04a, BMR04b] als Entwicklung in  vor. Nach den in
Abschnitt 2.5 beschriebenen Umrechnungen ko¨nnen diese eingesetzt werden,
so daß danach die Projektoren durch Harmonische Polylogarithmen ausge-
dru¨ckt sind. Es stellt sich heraus, daß die renormierten Projektoren nach dem
Einsetzen der Masterintegrale keinerlei -Divergenzen mehr beinhalten. Das
liegt daran, daß die unrenormierten Beitra¨ge Λ
(B)
5µ nur UV-Divergenzen besit-
zen, die durch den Subtraktionsterm aus Abbildung 5.3(a) entfernt werden.
Daher kann der Zusammenhang zwischen den renormierten Projektoren und
den Formfaktoren in vier Dimensionen hergeleitet werden:
G1,R =
sP3,R + 2mP4,R
4s (4m2 − s) , (5.44)
G2,R = −m
2 sP3,R +m (6m2 − s)P4.R
s2 (4m2 − s) . (5.45)
Da alle anomalen Beitra¨ge fu¨r massive externe Quarks denselben Faktor
C2() und denselben Farbfaktor CFTF besitzen, ko¨nnen beide abgespalten
werden:
G
(B)
i,R (s,mint, m) = C
2()
(αs
2pi
)2
CFTF Gi,mint,m. (5.46)
Dabei entstehen fu¨r den Formfaktor G
(B)
1,R zusa¨tzliche Logarithmen, die aus
der Tatsache folgen, daß der Subtraktionsterm kein (µ2/m2)2 besitzt. Mit
den Koeffizienten Gi der -Entwicklung ergibt sich:
G1,mint,m =
(
µ2
m2
)2 [
1

G−1 + G0 +O()
]
− 1

G−1, (5.47)
wobei der Koeffizient G−1 des divergenten Termes, ebenso wie der Subtrak-
tionsterm, universell fu¨r alle Massenkombinationen ist. Der Faktor (µ2)2
56 KAPITEL 5. Anomale Beitra¨ge zu den Formfaktoren
stammt aus der Feynman-Amplitude, wa¨hrend (m2)−2 aus der Normierung
der Masterintegrale stammt. Durch Verwendung von(
µ2
m2
)2
= 1 + 2  ln
(
µ2
m2
)
+O(2) (5.48)
fa¨llt der divergente Term heraus und es folgt
G1,mint,m = 2 ln
(
µ2
m2
)
G−1 + G0 +O(). (5.49)
Fu¨r den divergenten Term gilt universell
G−1 = −3
2
, (5.50)
so daß fu¨r massive externe Quarks der Summand −3 ln(µ2/m2) zu G1,mint,m
hinzukommt. Da im Formfaktorbeitrag G
(B)
2 keine Divergenz enthalten ist,
entstehen auch keine Logarithmen. An diesem Punkt ist aufgrund der Ab-
wesenheit von -Polen der Limes  → 0 problemlos mo¨glich, so daß fu¨r den
Vorfaktor der U¨bergang
C2()
→0−→ 1 (5.51)
durchgefu¨hrt werden kann. Insgesamt ergibt sich fu¨r die komplett massiven
Beitra¨ge zu den Formfaktoren:
G1,m,m = −64 x2H(0, 1, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
+8 (2 x3 − 3 x2 + 4 x+ 1) x2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−64 x2H(0, 0,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
−32 x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
+32 x2H(0, 0, 1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
+16 xH(0, 1, 0; x) / (x+ 1)2
−32 xH(1, 0, 0; x) / (x+ 1)2
+4 (3 x3 + x2 − 4 ζ(2) x− 3 x− 1) xH(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
−32 xH(0,−1, 0; x) / (x+ 1)2
+(3 x6 − 2 x5 + 8 ζ(2) x5 − 8 ζ(2) x4 − 3 x4 + 32 ζ(3) x4
+ 32 ζ(2) x3 − 64 ζ(3) x3 + 4 x3 + 32 ζ(3) x2 − 8 ζ(2) x2 − 3 x2
− 2 x+ 8 ζ(2) x+ 3)H(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+4 (x4 − 2 x2 − 8 ζ(2) x2 + 1)H(1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
−8 (x− 1)H(−1, 0; x) / (x+ 1)
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+1/5 (−45 x5 + 10 ζ(2) x5 − 50 ζ(2) x4 + 80 ζ(3) x4 − 45 x4
− 80 ζ(3) x3 + 90 x3 − 40 ζ(2) x3 + 16 ζ(2)2 x3
− 16 ζ(2)2 x2 − 80 ζ(3) x2 + 90 x2 − 40 ζ(2) x2 − 50 ζ(2) x
+ 80 ζ(3) x− 45 x− 45 + 10 ζ(2)) / [(x− 1)2 (x + 1)3]
−3 ln(µ2/m2) (5.52)
und
G2,m,m = 32 (2 x3 − x2 + 8 x+ 3) x3H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−256 x3H(0, 0,−1, 0; x) / [(x− 1)3 (x+ 1)3]
+64 x2H(0, 1, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)2]
−128 x2H(1, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)2]
−8 x2H(0, 0, 0, 0; x) / [(x− 1)3 (x+ 1)]
−48 x2H(0, 0, 0, 1; x) / [(x− 1)3 (x+ 1)]
−32 x2H(0, 0, 1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
+32 (x2 − 6 x+ 1) x2H(0, 1, 0, 0; x) / [(x− 1)3 (x+ 1)3]
+32 x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
−128 x2H(0,−1, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)2]
+4 (3 x6 + 8 ζ(2) x5 − 12 ζ(3) x5 − 2 x5 + 8 ζ(2) x4 − 3 x4
+ 32 ζ(3) x4 − 40 ζ(3) x3 + 4 x3 + 64 ζ(2) x3 − 3 x2
+ 32 ζ(3) x2 + 8 ζ(2) x2 − 12 ζ(3) x+ 8 ζ(2) x− 2 x
+ 3) xH(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+4 (13 x5 − 13 x4 − 4 ζ(2) x4 − 30 x3 − 20 ζ(2) x3 + 20 ζ(2) x2
− 2 x2 + 4 ζ(2) x+ x− 1) xH(0, 0; x) / [(x− 1)4 (x+ 1)3]
+16 (x2 + 2 ζ(2) x+ 2 x+ 1) xH(1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)3]
+8 xH(0, 1; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−32 xH(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+8/5 (15 ζ(2) x5− 5 x5 − 8 ζ(2)2 x4 − 55 ζ(2) x4 + 40 ζ(3) x4
− 5 x4 + 10 x3 − 100 ζ(2) x3 − 40 ζ(3) x3 − 60 ζ(2) x2
+ 10 x2 − 40 ζ(3) x2 + 8 ζ(2)2 x− 5 x− 35 ζ(2) x
+ 40 ζ(3) x− 5 ζ(2)− 5) x / [(x− 1)4 (x + 1)3]. (5.53)
Die Beitra¨ge fu¨r masselose interne Quarks lauten
G1,0,m = 8 x2H(0, 1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
+4 x2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
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+8 x2H(0, 0, 1; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
+16 x2H(0, 1, 1; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
−2 (x2 + 3 x− 2) xH(0, 0; x) / (x+ 1)3
−4 (x2 + 3 x− 2) xH(0, 1; x) / (x+ 1)3
−2 (3 x2 − 2 x+ 3)H(1; x) / (x+ 1)2
−2 (x2 + 1)H(1, 0; x) / (x+ 1)2
+(−3 x4 + 2 x3 + 8 ζ(2) x2 − 2 x+ 3)H(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
−4 (x2 + 1)H(1, 1; x) / (x+ 1)2
−(9 x4 + 6 ζ(2) x4 + 18 x3 + 16 ζ(2) x3 + 8 ζ(3) x2 − 40 ζ(2) x2
− 18 x+ 16 ζ(2) x− 9 + 2 ζ(2)) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
−3 ln(µ2/m2) (5.54)
und
G2,0,m = 32 x3H(0, 1, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)3]
+16 x3H(0, 0, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)3]
+32 x3H(0, 0, 1; x) / [(x− 1)3 (x + 1)3]
+64 x3H(0, 1, 1; x) / [(x− 1)3 (x + 1)3]
−4 (x3 + 5 x2 − 3 x+ 1) xH(0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)2]
−8 (3 x2 − 2 x+ 3) xH(1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−8 (x3 + 5 x2 − 3 x+ 1) xH(0, 1; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)2]
+4 (−3 x4 + 2 x3 + 8 ζ(2) x2 − 2 x+ 3) xH(0; x)
/ [(x− 1)3 (x+ 1)3]
−8 (x2 + 1) xH(1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−16 (x2 + 1) xH(1, 1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−8 (x4 + ζ(2) x4 + 2 x3 + 8 ζ(2) x3 − 16 ζ(2) x2 + 4 ζ(3) x2
+ 8 ζ(2) x− 2 x− ζ(2)− 1) x / [(x− 1)3 (x + 1)3].
(5.55)
Da die obigen Resultate fu¨r die Formfaktorbeitra¨ge nur fu¨r raumartige Im-
pulsu¨bertra¨ge gelten, mu¨ssen sie analytisch in die Region s > 4m2 fortgesetzt
werden. Dies geschieht analog zu dem in Abschnitt 4.3 beschriebenen Verfah-
ren fu¨r die Fortsetzung x→ −y + i. Anschließend lassen sich die Resultate
gema¨ß der Konvention (4.37) in ihren Real- und Imagina¨rteil zerlegen. Fu¨r
den Realteil ergibt sich
ReG1,m,m = −8 (2 y3 + 3 y2 + 4 y − 1) y2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
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+32 y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+64 y2H(0,−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−192 ζ(2) y2H(0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−32 y2H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+64 y2H(0, 0, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−32 yH(0, 1, 0; y) / (y− 1)2
+16 yH(0,−1, 0; y) / (y− 1)2
+4 (3 y3 − y2 − 3 y − 4 ζ(2) y + 1) y H(0, 0; y)
/ [(y + 1) (y − 1)3]
−32 yH(−1, 0, 0; y) / (y− 1)2
+96 ζ(2) yH(−1; y) / (y− 1)2
+(3 y6 + 2 y5 + 40 ζ(2) y5 + 32 ζ(3) y4 + 64 ζ(2) y4 − 3 y4
+ 64 ζ(2) y3 + 64 ζ(3) y3− 4 y3 + 32 ζ(3) y2− 32 ζ(2) y2
− 3 y2 + 2 y − 8 ζ(2) y + 3)H(0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+8 (y + 1)H(1, 0; y) / (y− 1)
−4 (y4 − 2 y2 + 16 ζ(2) y2 + 1)H(−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−1/5 (45 y5 + 170 ζ(2) y5 + 80 ζ(3) y4 + 70 ζ(2) y4 − 45 y4
− 90 y3 − 256 ζ(2)2 y3 − 200 ζ(2) y3 + 80 ζ(3) y3
− 160 ζ(2) y2− 256 ζ(2)2 y2 + 90 y2 − 80 ζ(3) y2
− 80 ζ(3) y + 45 y + 110 ζ(2) y− 45 + 10 ζ(2))
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
−3 ln(µ2/m2) (5.56)
und fu¨r den Imagina¨rteil
ImG1,m,m = −8 (2 y3 + 3 y2 + 4 y − 1) y2H(0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+32 y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+64 y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−32 y2H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+64 y2H(0, 0, 1; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+4 (3 y3 − y2 − 4 ζ(2) y− 3 y + 1) yH(0; y) / [(y + 1) (y − 1)3]
−32 yH(−1, 0; y) / (y− 1)2
+16 yH(0,−1; y) / (y− 1)2
−32 yH(0, 1; y) / (y− 1)2
−4 (y + 1)H(−1; y) / (y− 1)
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+8 (y + 1)H(1; y) / (y− 1)
+(3 y4 − 4 y3 + 8 ζ(2) y3 + 2 y2 + 32 ζ(3) y2− 4 y − 8 ζ(2) y
+ 3) / [(y + 1) (y − 1)3]. (5.57)
Der Realteil von G2,m,m ergibt sich zu
ReG2,m,m = 32 (2 y3 + y2 + 8 y − 3) y3H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)5]
−256 y3H(0, 0, 1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−384 ζ(2) y2H(−1; y) / [(y + 1)2 (y − 1)2]
−8 y2H(0, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−32 (y2 + 6 y + 1) y2H(0,−1, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+128 y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−32 y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−64 y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+128 y2H(0, 1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+32 y2H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+48 y2H(0, 0, 0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−4 (13 y5 − 2 ζ(2) y4 + 13 y4 − 30 y3 − 14 ζ(2) y3 − 14 ζ(2) y2
+ 2 y2 − 2 ζ(2) y + y + 1) yH(0, 0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)3]
+8 (y4 + 12 ζ(2) y3 − 2 y2 + 72 ζ(2) y2 + 12 ζ(2) y
+ 1) yH(0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+16 (y2 + 4 ζ(2) y− 2 y + 1) yH(−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−4 (3 y6 + 12 ζ(3) y5 + 40 ζ(2) y5 + 2 y5 + 32 ζ(2) y4
+ 32 ζ(3) y4 − 3 y4 + 40 ζ(3) y3 − 4 y3 + 128 ζ(2) y3
+ 32 ζ(3) y2 − 3 y2 − 64 ζ(2) y2 + 2 y + 12 ζ(3) y
− 8 ζ(2) y + 3) yH(0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)5]
−32 yH(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+4/5 (10 y4 + 165 ζ(2) y4 + 80 ζ(3) y3 + 29 ζ(2)2 y3
− 80 ζ(2) y3− 20 y3 − 314 ζ(2)2 y2 − 170 ζ(2) y2
+ 29 ζ(2)2 y + 80 ζ(2) y+ 20 y − 80 ζ(3) y− 10
+ 5 ζ(2)) y / [(y + 1)3 (y − 1)3] (5.58)
und der Imagina¨rteil zu
ImG2,m,m = −256 y3H(0, 0, 1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+32 (2 y3 + y2 + 8 y − 3) y3H(0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)5]
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+128 y2H(0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+32 y2H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−64 y2H(0,−1; y) / [(y + 1)2 (y − 1)2]
−32 (y2 + 6 y + 1) y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+128 y2H(−1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−8 y2H(0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−32 y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−32 yH(1; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+16 yH(−1; y) / [(y + 1) (y − 1)]
−4 (13 y5 + 13 y4 + 2 ζ(2) y4 − 30 y3 − 18 ζ(2) y3 + 2 y2
− 18 ζ(2) y2 + y + 2 ζ(2) y + 1) yH(0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)3]
−4 (3 y4 + 12 ζ(3) y3− 4 y3 + 8 ζ(2) y3 + 2 y2 + 8 ζ(3) y2
− 4 y + 12 ζ(3) y− 8 ζ(2) y + 3) y / [(y + 1)3 (y − 1)3].
(5.59)
Die analytische Fortsetzung ergibt fu¨r G1,0,m
ReG1,0,m = −8 y2H(0, 0,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
+4 y2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
−8 y2H(0,−1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
+16 y2H(0,−1,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
+4 (y2 − 3 y − 2) yH(0,−1; y) / (y− 1)3
−2 (y2 − 3 y − 2) yH(0, 0; y) / (y− 1)3
−(3 y4 + 2 y3 + 4 ζ(2) y2 − 2 y − 3)H(0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)]
+2 (3 y2 + 2 y + 3)H(−1; y) / (y− 1)2
−4 (y2 + 1)H(−1,−1; y) / (y− 1)2
+2 (y2 + 1)H(−1, 0; y) / (y− 1)2
−(9 y4 − 18 y3 − 4 ζ(2) y3 − 10 ζ(2) y2 + 8 ζ(3) y2 + 18 y
− 4 ζ(2) y + 2 ζ(2)− 9) / [(y − 1)3 (y + 1)]
−3 ln(µ2/m2) (5.60)
und
ImG1,0,m = −8 y2H(0,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
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+4 y2H(0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)]
−2 (y2 − 3 y − 2) yH(0; y) / (y− 1)3
+2 (y2 + 1)H(−1; y) / (y− 1)2
−(3 y4 + 2 y3 − 4 ζ(2) y2− 2 y − 3) / [(y − 1)3 (y + 1)],
(5.61)
bzw. fu¨r G2,0,m
ReG2,0,m = 32 y3H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+32 y3H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−64 y3H(0,−1,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−16 y3H(0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+4 (3 y4 + 2 y3 + 4 ζ(2) y2 − 2 y − 3) yH(0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
−8 (3 y2 + 2 y + 3) yH(−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−8 (y3 − 5 y2 − 3 y − 1) yH(0,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−8 (y2 + 1) y H(−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y3 − 5 y2 − 3 y − 1) y H(0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
+16 (y2 + 1) yH(−1,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−4 (ζ(2) y4 − 2 y4 + 4 y3 + 4 ζ(2) y3 + 8 ζ(2) y2 − 8 ζ(3) y2
− 4 y + 4 ζ(2) y + 2− ζ(2)) y / [(y + 1)3 (y − 1)3]
(5.62)
und
ImG2,0,m = 32 y3H(0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−16 y3H(0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+4 (y3 − 5 y2 − 3 y − 1) yH(0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−8 (y2 + 1) yH(−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (3 y4 + 2 y3 − 4 ζ(2) y2 − 2 y − 3) y / [(y + 1)3 (y − 1)3].
(5.63)
Diese Real- und Imagina¨rteile lassen sich mit den in Abschnitt 4.4 beschrie-
benen Methoden sowohl in der Na¨he der Produktionsschwelle des schweren
Quark-Antiquark-Paares als auch fu¨r sehr hohe Schwerpunktsenergien ent-
wickeln.
Bei der Schwellenentwicklung s ≈ 4m2, d. h. fu¨r y → 1 ergibt sich bis zur
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Ordnung β0:
ReG1,m,m = −3 ln(µ2/m2)− 19
3
ζ(2)− 23
3
+ 16 ζ(2) ln(2), (5.64)
ImG1,m,m = 0, (5.65)
ReG2,m,m = −21
2
ζ(3)− 4 ζ(2) ln(2) + 34
3
ζ(2) +
2
3
+ 4 ln(2), (5.66)
ImG2,m,m = −2 + 3 ζ(2), (5.67)
ReG1,0,m = −3 ln(µ2/m2) + 4
3
ζ(2)− 8
3
ln2(2) + 8 ln(2)− 23
3
, (5.68)
ImG1,0,m = −4 + 8
3
ln(2), (5.69)
ReG2,0,m = −4
3
ζ(2) +
8
3
ln2(2)− 4 ln(2) + 2
3
, (5.70)
ImG2,0,m = 2− 8
3
ln(2). (5.71)
Fu¨r sehr hohe Schwerpunktsenergien s  m2, d. h. fu¨r y → 0, lautet die
Entwicklung der Real- und Imagina¨rteile bis zur Ordnung r−1:
ReG1,m,m = −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2)
+
2
r
(− ln2(r) + (3− 4 ζ(2)) ln(r)− 1 + 12 ζ(2)− 8 ζ(3)),
(5.72)
ImG1,m,m = −3 + 2
r
(2 ln(r)− 3 + 4 ζ(2)), (5.73)
ReG2,m,m = 2
r
(ln2(r)− 6 ln(r) + 4− 2 ζ(2)), (5.74)
ImG2,m,m = 4
r
(− ln(r) + 3), (5.75)
ReG1,0,m = −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2)
+
2
r
(− ln2(r) + 3 ln(r)− 1), (5.76)
ImG1,0,m = −3 + 2
r
(2 ln(r)− 3), (5.77)
ReG2,0,m = 2
r
(ln2(r)− 6 ln(r) + 4− 2 ζ(2)), (5.78)
ImG2,0,m = 4
r
(− ln(r) + 3). (5.79)
Hierbei wurde die bekannte Abku¨rzung r = s/m2 verwendet.
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5.4.2 Anomaliebeitra¨ge fu¨r masselose externe Quarks
Bei der Berechnung der Anomaliebeitra¨ge fu¨r masselose Quarks im End-
zustand a¨ndert sich die generelle Vorgehensweise nicht, jedoch mu¨ssen die
einzelnen Schritte entsprechend angepaßt werden. Es empfielt sich, die Zerle-
gung (5.40) von Λ
(B)
5µ um den fiktiven Formfaktor G˜2(s,mint, 0) zu erga¨nzen,
Λ
(B)
5µ (q,mint, 0) = G
(B)
1 (s,mint, 0)γµγ5 + G˜
(B)
2 (s,mint, 0) qµγ5, (5.80)
wobei G˜
(B)
2 (s,mint, 0) ≡ 0 aufgrund der Chiralita¨tserhaltung gelten muß.
Das ist ein bequemer Test bei allen folgenden Rechnungen. Die Projektoren
fu¨r den masselosen Fall ergeben sich aus (5.42) und (5.43), ausgewertet fu¨r
m = 0:
PLarin3 = Tr
[
(γµγ5)
Larin 6k1Λ(B)5µ,R 6k2
]
, (5.81)
PLarin4 = Tr
[
γLarin5 q
µ 6k1Λ(B)5µ,R 6k2
]
, (5.82)
wobei fu¨r Λ
(B)
5µ,R die Summe der Amplitude aus Abbildung 5.2(c) bzw. 5.2(d)
und den Subtraktionstermen aus Abbildung 5.3(a) und 5.3(b) eingesetzt
wird. Nach Verwenden der Vorschrift (5.11) fu¨r alle auftretenden γµγ5 wird
die Spur berechnet. Die dabei auftretenden 2-Schleifen-Integrale werden auf
bekannte Weise auf Masterintegrale reduziert. Die beim komplett masselo-
sen Fall in Abbildung 5.2(d) auftretenden Masterintegrale finden sich u.a. in
[GR00]. Die Masterintegrale enthalten einen Faktor
(−s)−2 ∈   fu¨r s < 0, (5.83)
der die Massendimension M−4 tra¨gt. Zusammen mit dem Faktor µ2 pro
Schleifenintegration aus den Amplituden la¨ßt sich somit die Normierung
C2()(−µ2/s)2 ausklammern, die analog zu (2.64) im Grenzu¨bergang → 0
keine Beitra¨ge liefert:
lim
→0
[
C2()
(
−µ
2
s
)2]
= 1. (5.84)
Diese Wahl ist insofern eindeutig, daß, im Gegensatz zu den Fa¨llen von mas-
siven Quarks im Endzustand, keine andere Massenskala als s zur Verfu¨gung
steht, um die Massendimension zu tragen.
Etwas anders stellt sich die Situation bei der Berechnung des Beitrages aus
Abbildung 5.2(c) dar, da dort trotz masseloser externer Quarks die Masse des
schweren Quarks im inneren Dreieck auftritt. Demnach wa¨re es mo¨glich, ana-
log zum Fall von massiven externen Quarks die Normierung C2()(µ2/m2)2
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zu verwenden. In Hinblick auf Vergleiche und insbesondere auf die Berech-
nung des Nicht-Singlett-Stromes fu¨r masselose Quarks bietet es sich jedoch
an, dieselbe Normierung zu verwenden. Dazu muß jedoch die Normierung
der Masterintegrale aus [BMR03, BMR04a, BMR04b], die bei der Berech-
nung der Projektoren auftreten, umgerechnet werden. Die Vorgehensweise
soll im folgenden genauer geschildert werden:
Die Masterintegrale aus [BMR03, BMR04a, BMR04b] besitzen die Normie-
rung
N (m2) = C2() (m2)−2 , (5.85)
wie aus (2.59) ersichtlich wird. Um die Normierung der masselosen Master-
integrale,
N (−s) = C2() (−s)−2 , (5.86)
zu erhalten, mu¨ssen die massiven Masterintegrale mit dem Faktor(
− s
m2
)2
=
[
(x− 1)2
x
]2
, x =
√−s + 4m2 −√−s√−s+ 4m2 +√−s , (5.87)
multipliziert und in  entwickelt werden:[
(x− 1)2
x
]2
= 1 + 2 ln
(x− 1)2
x
 + 2
[
ln
(x− 1)2
x
]2
2
+
4
3
[
ln
(x− 1)2
x
]3
3 +O(4). (5.88)
Die auftretenden Logarithmen mu¨ssen anschließend in Harmonische Polylo-
garithmen umgerechnet werden. Ausgehend von den Definitionen [RV00]:
ln(1− x) ≡ −H(1; x), (5.89)
ln(1 + x) ≡ H(−1; x), (5.90)
ln(x) ≡ H(0; x), (5.91)
werden alle auftretenden Logarithmen in (5.88) ersetzt, wodurch Produk-
te von Harmonischen Polylogarithmen entstehen. Weitere kommen durch die
Multiplikation von (5.88) mit den HPL aus den Masterintegralen hinzu. Diese
Produkte ko¨nnen mit Hilfe der folgenden Identita¨ten in Summen von Poly-
logarithmen ho¨heren Gewichts umgerechnet werden:
H(a; x) ·H(b; x) = H(a, b; x) +H(b, a; x), (5.92)
H(a; x) ·H(b1, b2; x) = H(a, b1, b2; x)
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+H(b1, a, b2; x)
+H(b1, b2, a; x), (5.93)
H(a; x) ·H(b1, b2, b3; x) = H(a, b1, b2, b3; x)
+H(b1, a, b2, b3; x)
+H(b1, b2, a, b3; x)
+H(b1, b2, b3, a; x), (5.94)
H(a1, a2; x) ·H(b1, b2; x) = H(a1, a2, b1, b2; x)
+H(a1, b1, a2, b2; x)
+H(a1, b1, b2, a2; x)
+H(b1, a1, a2, b2; x)
+H(b1, a1, b2, a2; x)
+H(b1, b2, a1, a2; x), (5.95)
wobei die Indizes ai und bj die Werte (−1, 0, 1) annehmen ko¨nnen. Mit Hil-
fe dieses Verfahrens kann die Normierung der beno¨tigten Masterintegrale
von N (m2) auf N (−s) umgerechnet werden. Nun ko¨nnen die Projektoren
(5.81) und (5.82) durch Harmonische Polylogarithmen ausgedru¨ckt werden.
Es stellt sich heraus, daß der Projektor PLarin3,R , wie aufgrund der universel-
len UV-Renormierung erwartet, divergenzfrei ist. Der Projektor PLarin4,R ist
hingegen schon aufgrund der γ-Algebra identisch Null, da nur Spuren u¨ber
ungerade Anzahlen von γ-Matrizen gebildet werden. Da aufgrund der UV-
Renormierung keine Divergenzen verbleiben, kann der Zusammenhang zwi-
schen Projektoren und Formfaktoren in d = 4 Dimensionen hergeleitet wer-
den. Es ergibt sich:
G
(B)
1,R = −
P3,R
4 s
und G˜
(B)
2,R = −
P4,R
2 s2
. (5.96)
Aus P4,R = 0 ergibt sich sofort G˜(B)2,R(s,mint, 0) = 0 fu¨r alle Beitra¨ge mit
masselosen externen Quarks.
Analog zu der Vorgehensweise bei massiven Quarks kann sowohl C2() als
auch CFTF abgespalten werden:
G
(B)
i,R (s,mint, mext) = C
2()
(αs
2pi
)2
CFTF Gi,mint,0. (5.97)
Ein wichtiger Unterschied zum vorigen Abschnitt ist hier die vera¨nderte Nor-
mierung, die fu¨r s > 0 analytisch fortgesetzt werden muß. Dies soll im fol-
genden genauer untersucht werden:
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Es gilt:
G1,mint,0 =
(
−µ
2
s
)2 [
1

G−1 + G0 +O()
]
− 1

G−1. (5.98)
Mit Hilfe der Entwicklung(
−µ
2
s
)2
= 1 + 2 ln
(
−µ
2
s
)
+O(2) (5.99)
fa¨llt der divergente Term wie erwartet heraus:
G1,mint,0 =
[
G0 + 2 ln
(
−µ
2
s
)
G−1 +O()
]
. (5.100)
Fu¨r s < 0 ergibt sich mit
G−1 = −3
2
(5.101)
der zusa¨tzliche Summand −3 ln(µ2/s) zu G1,mint,0. Oberhalb der Schwelle, d.
h. fu¨r s > 0, muß der obige Logarithmus anhand der in Kapitel 4.3 verwen-
deten Vorschrift s→ s+ iδ fortgesetzt werden:
ln
(
−µ
2
s
)
= ln
(
− µ
2
s+ iδ
)
= ln
(
−µ
2
s
+ iδ
)
= ln
(
µ2
s
)
+ ipi. (5.102)
Demzufolge ergeben sich zusammen mit dem divergenten Term die zusa¨tzli-
che Beitra¨ge
2 ln
(
−µ
2
s
)
G−1 = −3 ln
(
µ2
s
)
− 3 i pi (5.103)
zu G1,mint,0. Da keine -Pole mehr vorhanden sind, ist der Grenzu¨bergang
→ 0 durchfu¨hrbar, so daß
C2()
→0−→ 1 (5.104)
keinen Beitrag liefert. Fu¨r s < 0 ergibt sich nach obiger Rechnung
G1,m,0 = 2 (5 x2 − 8 x+ 7) x2H(0, 0; x) / (x− 1)4
−8 x2H(0, 1, 0; x) / (x− 1)4
−4 x2H(0, 0, 0; x) / (x− 1)4
−2 (−3 x3 + 4 ζ(2) x2 + 9 x2 − 9 x− 4 ζ(2) x
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+ 3 + 4 ζ(2)) xH(0; x) / (x− 1)4
−16 xH(1, 0, 0; x) / (x− 1)2
−16 xH(0,−1, 0; x) / (x− 1)2
+2 (x+ 1) (x2 + 1)H(1, 0; x) / (x− 1)3
+6H(1; x)− 8 (x+ 1)H(−1, 0; x) / (x− 1)
−(2 ζ(2) x4 + 9 x4 + 8 ζ(3) x3 − 8 ζ(2) x3 − 36 x3
+ 54 x2 − 36 x+ 8 ζ(2) x+ 8 ζ(3) x+ 9
− 2 ζ(2)) / (x− 1)4
−3 ln(−µ2/s) (5.105)
und
G1,0,0 = −9 + 2 ζ(2)− 3 ln(−µ2/s). (5.106)
Im Bereich 0 < s < 4m2 wird die Variable x bei Verwendung der Vorschrift
s→ s+ iδ zu einer komplexen Phase:
x =
√−s + 4m2 −√−s− iδ√−s+ 4m2 +√−s− iδ =
√−s + 4m2 + i√s√−s + 4m2 − i√s = e
2iφ, (5.107)
wobei
φ = arctan
√
s
4m2 − s (5.108)
gilt. Im folgenden sollen die Formfaktorbeitra¨ge fu¨r die Massenkombination
(mint, mext) = (m, 0) fu¨r s > 0 betrachtet werden. Ein Zwischenzustand
mit zwei On-Shell-Gluonen in Abbildung 5.2(c) kann gema¨ß des Landau-
Yang-Theorems [Lan48, Yan50] fu¨r s > 0 nur zu einem Imagina¨rteil des
Formfaktors G
(B)
2,R(s,m, 0) fu¨hren, der jedoch fu¨r masselose externe Quarks
identisch Null ist. Der Formfaktor G
(B)
1,R(s,m, 0) entwickelt daher erst fu¨r
s > 4m2 einen Imagina¨rteil, so daß er in der Region 0 < s < 4m2 reell ist.
Es gilt:
G1,m,0 = − 1
(1− cos2(2φ))2[
9 + 4 cos(2φ)ζ(3)− 4φCl2(2φ) + 6φ cos(2φ) sin(2φ)
−6φ sin(2φ)− 4 Cl3(4φ) + 4 Cl3(2φ) + 2φ2
+9 cos2(2φ)− 18 cos(2φ) + 3 ln(2)
−4 sin(2φ)Cl2(4φ) cos(2φ) + 6 sin(2φ)Cl2(2φ) cos(2φ)
−8 cos(2φ)φ2 + 10φ2 cos2(2φ) + 4 cos(2φ)Cl3(4φ)
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−8 cos(2φ)Cl3(2φ) + 8 cos(2φ)φCl2(4φ)
−8 sin(2φ)Cl2(2φ) + 4 sin(2φ)Cl2(4φ)− 8φCl2(4φ)
+3 ln(1− cos(2φ))− 10φ cos(2φ) sin(2φ) ln(2)
−2φ cos(2φ) sin(2φ) ln(1− cos(2φ))
−8φ cos(2φ) sin(2φ) ln(1 + cos(2φ)) + 8φ sin(2φ) ln(2)
+8φ sin(2φ) ln(1 + cos(2φ)) + 8 cos(2φ)φ2 ln(2)
+8 cos(2φ)φ2 ln(1− cos(2φ))− 6 cos(2φ) ln(2)
+3 cos2(2φ) ln(2) + 3 cos2(2φ) ln(1− cos(2φ))
−8φ2 ln(2)− 8φ2 ln(1− cos(2φ))
−6 cos(2φ) ln(1− cos(2φ))
]
. (5.109)
Fu¨r die Clausen-Funktionen Cli gilt [Lew81]:
Cl2(θ) = Im Li2
(
eiθ
)
, (5.110)
Cl3(θ) = Re Li3
(
eiθ
)
, (5.111)
wobei Li2(3) den Dilogarithmus bzw. den Trilogarithmus bezeichnet.
Neben der oben beschriebenen analytischen Fortsetzung der Normierung
N (−s) fu¨r s > 0 mu¨ssen die Harmonischen Polylogarithmen zusa¨tzlich fu¨r
s > 4m2 analytisch fortgesetzt werden. Dies geschieht auf die in Abschnitt
4.3 beschriebene Weise. Die Real- und Imagina¨rteile der Formfaktoren lauten
fu¨r s > 4m2:
ReG1,m,0 = 2 (5 y2 + 8 y + 7) y2H(0, 0; y) / (y+ 1)4
−4 y2H(0, 0, 0; y) / (y+ 1)4
+8 y2H(0,−1, 0; y) / (y+ 1)4
+2 (3 y3 + 9 y2 + 4 ζ(2) y2 + 10 ζ(2) y + 9 y + 4 ζ(2)
+ 3) yH(0; y) / (y+ 1)4
−16 y H(−1, 0, 0; y) / (y+ 1)2
−16 y H(0, 1, 0; y) / (y+ 1)2
−6 (y2 − 8 ζ(2) y + 2 y + 1)H(−1; y) / (y+ 1)2
+8 (y − 1)H(1, 0; y) / (y+ 1)
−2 (y − 1) (y2 + 1)H(−1, 0; y) / (y+ 1)3
−(9 y4 + 32 ζ(2) y4 + 36 y3 + 56 ζ(2) y3− 8 ζ(3) y3
+ 42 ζ(2) y2 + 54 y2 + 36 y − 8 ζ(2) y− 8 ζ(3) y
+ 9− 2 ζ(2)) / (y + 1)4
−3 ln(µ2/s) (5.112)
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und
ImG1,m,0 = 8 y2H(0,−1; y) / (y+ 1)4
−4 y2H(0, 0; y) / (y+ 1)4
+2 (5 y2 + 8 y + 7) y2H(0; y) / (y+ 1)4
−16 yH(0, 1; y) / (y+ 1)2
−16 yH(−1, 0; y) / (y+ 1)2
+8 (y − 1)H(1; y) / (y+ 1)
−2 (y − 1) (y2 + 1)H(−1; y) / (y+ 1)3
+2 (3 y3 + 9 y2 + 4 ζ(2) y2 + 9 y + 6 ζ(2) y + 3
+ 4 ζ(2)) y / (y + 1)4 − 3, (5.113)
sowie fu¨r den komplett masselosen Fall
ReG1,0,0 = −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2) (5.114)
und
ImG1,0,0 = −3. (5.115)
Die spezielle Kombination
∆G
(B)
1,R := G
(B)
1,R(s,m, 0)−G(B)1,R(s, 0, 0), (5.116)
die ein wichtiger Beitrag zum Zerfall Z → b b¯ fu¨r masselose b-Quarks ist,
wurde in [KK89] mit Hilfe von Cutkosky-Regeln und Dispersionsrelationen
berechnet. Unter Verwendung der Notation aus [KK89] ergibt sich ∆G
(B)
1,R =
−I2. Der numerische Vergleich in den unterschiedlichen kinematischen Re-
gionen zeigt U¨bereinstimmung mit den Formeln (2.28), (2.30) und (2.31) aus
[KK89].
Bei der Entwicklung fu¨r asymptotisch hohe Schwerpunktsenergien s  m2,
d. h. y → 0, ergibt sich fu¨r den Real- und Imagina¨rteil von G1,m,0 bis zur
Ordnung r−1:
ReG1,m,0 = −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2)− 8
r
(8 ζ(2) ln(r) + 8 ζ(3)),
(5.117)
und
ImG1,m,0 = −3 + 8 ζ(2)
r
. (5.118)
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5.4.3 Masseloser Limes
Ein wichtiger Test auf die Konsistenz der berechneten Typ-(B)-Formfaktoren
ist die Frage, ob die Beitra¨ge mit (mint, mext) = (m,m), (0, m) und (m, 0)
im Limes verschwindener Massen in die komplett masselosen Beitra¨ge aus
(5.114) und (5.115) u¨bergehen. Der Limes m→ 0 ist a¨quivalent zum bereits
berechneten Limes s m2 bzw. r = s/m2 →∞.
Fu¨r die Ergebnisse fu¨r Gi,mint,mext aus (5.72) – (5.79), (5.117) und (5.118) gilt:
ReG1,m,m r→∞−→ −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2), (5.119)
ImG1,m,m r→∞−→ −3, (5.120)
ReG1,0,m r→∞−→ −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2), (5.121)
ImG1,0,m r→∞−→ −3, (5.122)
ReG1,m,0 r→∞−→ −3 ln(µ2/s)− 9 + 2 ζ(2), (5.123)
ImG1,m,0 r→∞−→ −3, (5.124)
und
ReG2,m,m r→∞−→ 0, (5.125)
ImG2,m,m r→∞−→ 0, (5.126)
ReG2,0,m r→∞−→ 0, (5.127)
Im G2,0,m r→∞−→ 0. (5.128)
Diese Ergebnisse stimmen mit den Resultaten fu¨r die komplett masselosen
Beitra¨ge aus (5.114) und (5.115) u¨berein.
5.5 U¨berpru¨fung der Ward-Identita¨ten
In diesem Abschnitt sollen die noch fehlenden Gro¨ßen in der anomalen Ward-
Identita¨t (5.38), d. h. der Pseudoskalar Λ
(B)
5,R und die Anomalie FR(s,m), be-
rechnet werden. Anhand dieser Ergebnisse kann anschließend gezeigt werden,
daß die Ward-Identita¨ten erfu¨llt sind, was einen wichtigen Test der berech-
neten Formfaktoren darstellt.
5.5.1 Berechnung des Pseudoskalars Λ
(B)
5,R(s,mint,mext)
Der Pseudoskalarvertex Λ
(B)
5 geht aus Λ
(B)
5µ hervor, indem die Ersetzung
γµγ5 → γ5 vorgenommen wird. Aufgrund der Parita¨ts- und CP-Erhaltung
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γ5
(a) (m, m)
γ5
(b) (0, m)
γ5
(c) (m, 0)
γ5
(d) (0, 0)
Abbildung 5.4: Die vier verschiedenen anomalen Beitra¨ge zu Λ
(B)
5 (q). Die Kom-
bination der internen und externen Massen ist durch (mint,mext)
gekennzeichnet. Die gekreuzten Diagramme sind nicht dargestellt.
der QCD ist der Pseudoskalar durch den Formfaktor A bestimmt:
Λ
(B)
5 (s,mint, mext) ≡ A(s,mint, mext) γ5. (5.129)
Der Formfaktor A(s,mint, mext) kann fu¨r massive externe Quarks mit Hilfe
des Projektors
PA = − 1
2s
Tr
[
γLarin5 (6k1 +m) Λ(B)5 (s,mint, m) (6k2 −m)
]
(5.130)
und fu¨r masselose externe Quarks mit
PA = − 1
2s
Tr
[
γLarin5 6k1Λ(B)5 (s,mint, 0) 6k2
]
(5.131)
berechnet werden, wobei fu¨r Λ
(B)
5 die in Abbildung 5.4 dargestellten Am-
plituden eingesetzt werden. Es stellt sich heraus, daß nur Λ
(B)
5 (s,m,m) aus
Abbildung (a) ungleich Null ist. Bei den anderen Fa¨llen muß die Spur u¨ber ei-
ne ungerade Anzahl an γ-Matrizen gebildet werden, entweder im masselosen
Quarkdreieck oder bei der Berechnung des Projektors fu¨r masselose externe
Quarks (5.131). Daher wird die nachfolgende Diskussion auf den komplett
massiven Fall (mint, mext) = (m,m) beschra¨nkt.
Nach der Berechnung der Spur kann die aus Abschnitt 2.4 bekannte Reduk-
tion auf Masterintegrale verwendet werden. Durch Einsetzen der bekannten
Masterintegrale stellt sich heraus, daß der Projektor PA sowohl IR- als auch
UV-endlich ist. Wie sich spa¨ter herausstellen wird, erfa¨hrt der Pseudoska-
lar auch keine endliche Renormierung. Daher gilt Λ
(B)
5,R = Λ
(B)
5 . Anschließend
kann A(s,m,m) aus
PA = − 1
2s
A(s,m,m) Tr [γ5 (6k1 +m) γ5 (6k2 −m)] (5.132)
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bestimmt werden, wobei die obige Gleichung in d = 4 Dimensionen ausge-
wertet wird. Fu¨r raumartigen Impulsu¨bertrag s < 0 ergibt sich
A(s,m,m) = PA =
(αs
2pi
)2
CFTF
(
−16 x2H(0, 0, 0, x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
+4 (x+ ζ(2) x− ζ(2) + 1) xH(0, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)2]
+4 (3 ζ(3) x2 − 4 ζ(2) x− 6 ζ(3) x+ 3 ζ(3)) xH(0, x)
/ [(x− 1)3 (x + 1)]
+12 xH(0, 0, 0, 1, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
−8 ζ(2) xH(1, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
+2 xH(0, 0, 0, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
+8 xH(0, 0, 1, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
−8 xH(0, 1, 0, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
−8 xH(1, 0, 0, 0, x) / [(x+ 1) (x− 1)]
+8 / 5 (5 x+ 2 ζ(2) x− 2 ζ(2) + 5) ζ(2) x
/ [(x+ 1) (x− 1)2]
)
, (5.133)
und, wie oben gesehen,
A(s, 0, m) = A(s,m, 0) = A(s, 0, 0) = 0. (5.134)
Die analytische Fortsetzung oberhalb der Produktionsschwelle des schweren
Quark-Antiquark-Paares, s > 4m2 wird analog zu Abschnitt 4.3 durch-
gefu¨hrt. Unter Verwendung der Konvention
A(s + iδ,m,m) = ReA(s,m,m) + ipi ImA(s,m,m) (5.135)
ergibt sich
ReA(s,m,m) =
(αs
2pi
)2
CFTF
(
−16 y2H(0, 0, 0, y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−8 y H(−1, 0, 0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (ζ(2) y− 2 y + ζ(2) + 2) yH(0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)2]
−8 y H(0,−1, 0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 y H(0, 0, 0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+12 yH(0, 0, 0,−1, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8 yH(0, 0,−1, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
74 KAPITEL 5. Anomale Beitra¨ge zu den Formfaktoren
+4 (−3 ζ(3) y2− 6 ζ(3) y + 8 ζ(2) y− 3 ζ(3)) yH(0, y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)]
+24 ζ(2) yH(0,−1, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+16 ζ(2) yH(−1, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1 / 5 (29 ζ(2) y+ 20 y + 29 ζ(2)− 20) ζ(2) y
/ [(y − 1) (y + 1)2]
)
(5.136)
und
ImA(s,m,m) =
(αs
2pi
)2
CFTF
(
−16 y2H(0, 0, y) / [(y+ 1)3 (y − 1)]
−8 y H(−1, 0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (ζ(2) y + 2 y − 2 + ζ(2)) yH(0, y) / [(y− 1) (y + 1)2]
−2 y H(0, 0, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8 y H(0,−1, 0, y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8 yH(0, 0,−1, y) / [(y− 1) (y + 1)]
−12 ζ(3) y / [(y − 1) (y + 1)]
)
. (5.137)
5.5.2 Berechnung der anomalen Vertexfunktion
FR(s,m)
(a)
i 6qγ5ZGJ
(b)
Abbildung 5.5: Zur Berechnung der Vertexfunktion FR: (a) 1-Schleifen-
Vertexfunktion F (s,m), (b) Subtraktionsterm fu¨r die UV-
Renormierung.
Die in der Ward-Identita¨t auftretende 1-Schleifen-Vertexfunktion FR(s,m)
ist in Abbildung 5.5(a) dargestellt. Die zugeho¨rige, aus dem Operator GG˜
5.5: U¨berpru¨fung der Ward-Identita¨ten 75
stammende Feynmanregel lautet:
p2
p1
ν
µ
−→ 8 pα1pβ2 αβµν +O(αs) (5.138)
mit der Konvention 0123 = −0123 = +1. Analog zum vorigen Abschnitt
kann die Vertexfunktion FR(s,m) durch einen Formfaktor, FˆR, beschrieben
werden:
FR(s,m) = 2im FˆR(s,m) γ5. (5.139)
Der Formfaktor FˆR wird wie u¨blich mit Hilfe eines geeigneten Projektors aus
den Amplituden in Abbildung 5.5(a) und 5.5(b) bestimmt:
PF,R = i
4ms
Tr
[
γLarin5 (6k1 +m)
(
F (s,m) + i 6qγLarin5 ZGJ
)
(6k2 −m)
]
,
(5.140)
wobei die Renormierungskonstante ZGJ in (5.30) angegeben ist. Zur Berech-
nung der entstehenden 1-Schleifen-Integrale wird auf das in Abschnitt 2.6
geschilderte Verfahren zuru¨ckgegriffen, um die 2-Schleifen-Masterintegrale
verwenden zu ko¨nnen. Da der renormierte Projektor PF,R sowohl UV- als
auch IR-endlich ist, kann FR(s,m) in d = 4 Dimensionen aus
PF,R = FˆR i
4ms
Tr [γ5 (6k1 +m) γ5 (6k2 −m)] (5.141)
berechnet werden. Es folgt:
FˆR(s,m) = PF,R = αs
2pi
2CF
(
−3 ln(µ2/m2)− (x− 1)H(0, 0; x) / (x+ 1)
−2 (x− 1)H(0, 1; x) / (x+ 1)
−(7 x + 4 ζ(2) x+ 7− 4 ζ(2)) / (x+ 1)
)
. (5.142)
Der Logarithmus in obiger Formel resultiert wieder aus der Tatsache, daß
der Subtraktionsterm im Gegensatz zu der Vertexfunktion FR(s,m) keinen
Faktor (µ2/m2) beinhaltet. Die -Entwicklung dieses Faktors ergibt zusam-
men mit dem divergenten Term aus F (s,m) den erwa¨hnten Logarithmus.
Fu¨r die Berechnung der Vertexfunktion FR fu¨r masselose Quarks wird die zu
Abbildung 5.5(a) analoge masselose Amplitude in den Projektor
PF,R = − 1
2s
Tr
[
γLarin5 6k1
(
F (s, 0) + i 6qγLarin5 ZGJ
) 6k2] (5.143)
76 KAPITEL 5. Anomale Beitra¨ge zu den Formfaktoren
eingesetzt. Die explizite Berechnung der Spur ergibt jedoch Null, so daß da-
mit auch FˆR(s,m = 0) = 0 ist.
Die analytische Fortsetzung von FR(s,m) fu¨r s > 4m
2 liefert:
Re FˆR(s,m) =
αs
2pi
2CF
(
−3 ln(µ2/m2) + 2 (y + 1)H(0,−1, y) / (y− 1)
−(y + 1)H(0, 0, y) / (y− 1)
−(7 y + ζ(2) y + ζ(2)− 7) / (y − 1)
)
(5.144)
und
Im FˆR(s,m) =
αs
2pi
CF (−2) (y + 1)H(0, y) / (y− 1). (5.145)
5.5.3 Erfu¨llung der Ward-Identita¨ten
Die in Abschnitt 5.3 hergeleitete Ward-Identita¨t (5.38) lautet unter Verwen-
dung der obig berechneten Formfaktoren:
G
(B)
1,R(s,m,m) +
s
4m2
G
(B)
2,R(s,m,m) = A(s,m,m) +
αs
4pi
TF FˆR(s,m). (5.146)
Fu¨r den Singlett-Axialvektorstrom
Js5µ,R(x) =
∑
f
q¯f (x)γµγ5qf(x) (5.147)
ergibt sich die Ward-Identita¨t
qµ
∑
j
Λ
(B)
5µ,R(s,mj, m) = 2m
∑
j
Λ
(B)
5,R(s,mj, m)− i
αs
4pi
NfTFFR(s,m),
(5.148)
wobeiNf die Anzahl der Quarkflavour ist. Unter Verwendung des Ergebnisses
Λ
(B)
5µ,R(s,mj, m) 6= 0 nur fu¨r mf = m (5.149)
und (5.38) folgt fu¨r Nf − 1 masselose Quarks
qµΛ
(B)
5µ,R(s, 0, m) = −i
αs
4pi
TF FR(s,m), (5.150)
bzw. in Formfaktoren ausgedru¨ckt
G
(B)
1,R(s, 0, m) +
s
4m2
G
(B)
2,R(s, 0, m) =
αs
4pi
TF FˆR(s,m). (5.151)
Die obigen Ergebnisse fu¨r G
(B)
i,R (s,mint, m) erfu¨llen sowohl fu¨r raumartige als
auch zeitartige Impulsu¨bertra¨ge die Ward-Identita¨ten (5.146) und (5.151).
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Eine wichtige Anwendung der Resultate fu¨r die Formfaktoren ist die Berech-
nung des statischen anomalen magnetischen Moments und der schwachen
axialen Ladung eines schweren Quarks. Ersteres ist proportional zum Pauli-
Formfaktor F2, letztere zum Formfaktor G1, jeweils fu¨r verschwindenden Im-
pulsu¨bertrag s → 0. Beide Gro¨ßen sind sehr sensitiv auf Wechselwirkungen
jenseits des Standardmodells in der Produktion schwerer Quarks durch neu-
trale Stro¨me.
6.1 Formfaktoren fu¨r s→ 0
Ausgehend von den Resultaten fu¨r raumartige Impulsu¨bertra¨ge, s < 0, lassen
sich die renormierten Formfaktorbeitra¨ge in der dimensionslosen Variablen
δ :=
√ −s
−s+ 4m2 → 0 (6.1)
entwickeln, was dem Limes
x =
√−s + 4m2 −√−s√−s + 4m2 +√−s =
1−
√
−s
−s+4m2
1 +
√
−s
−s+4m2
=
1− δ
1 + δ
δ→0−→ 1 (6.2)
entspricht. Wie in Abschnitt 4.4.1 beschrieben, werden die Harmonischen
Polylogarithmen
H(~a; x) = H
(
~a;
1− δ
1 + δ
)
(6.3)
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in HPL mit Argument δ umgewandelt und fu¨r δ → 0 entwickelt.
Wie aufgrund der Ladungserhaltung erwartet, sind die 1-Schleifen- und 2-
Schleifen-Beitra¨ge F
(1l)
1,R aus (4.1) und F
(2l)
1,R aus (4.15) identisch Null fu¨r s→ 0.
Sowohl der 1-Schleifen-Beitrag F
(1l)
2,R aus (4.1) als auch der 2-Schleifen-Beitrag
F
(2l)
2,R aus (4.15) ist IR-endlich, da die Koeffizienten der 1/
2− und 1/-
Divergenzen fu¨r s→ 0 verschwinden. Daher la¨ßt sich der Grenzu¨bergang
lim
→0
[
C()
(
µ2
m2
) ]
= 1
durchfu¨hren und es ergibt sich:
F
(1l)
2,R
(
s = 0,
µ2
m2
)
= CF , (6.4)
F
(2l)
2,R
(
s = 0,
µ2
m2
)
= C2F
(
−31
4
+ 2 ζ(2) (5− 6 ln(2)) + 3 ζ(3)
)
+CF CA
(
317
36
+ 3 ζ(2) (−1 + 2 ln(2))− 3
2
ζ(3)
)
+CF TF
(
119
9
− 8 ζ(2)
)
+ CF TF Nl
(
−25
9
)
+CF
11CA − 4TF (Nl + 1)
6
ln
(
µ2
m2
)
. (6.5)
Die nicht-anomalen Beitra¨ge G
(1l)
1,R und G
(2l)
1,R aus (4.2) bzw. (4.16) sind fu¨r
s→ 0 ebenfalls IR-endlich. Fu¨r die endlichen Beitra¨ge ergibt sich:
G
(1l)
1,R
(
s = 0,
µ2
m2
)
= −CF , (6.6)
G
(2l)
1,R
(
s = 0,
µ2
m2
)
= C2F
(
−29
12
+ 8 ζ(2) (1− ln(2)) + 2 ζ(3)
)
+CF CA
(
−143
36
+ 2 ζ(2) (−1 + 2 ln(2))− ζ(3)
)
+CF TF
(
115
9
− 8 ζ(2)
)
+ CF TF Nl
7
9
−CF 11CA + 4TF (Nl + 1)
6
ln
(
µ2
m2
)
. (6.7)
Fu¨r die anomalen Beitra¨ge zu G
(B)
1 (s,mint, mext) ergibt sich der Notation aus
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G1,m,m
(
s = 0,
µ2
m2
)
= −19
3
+
16
3
ζ(2)− 3 ln
(
µ2
m2
)
,
G1,0,m
(
s = 0,
µ2
m2
)
= −7− 3 ln
(
µ2
m2
)
,
G1,m,0
(
s = 0,
µ2
m2
)
=
3
2
− 3 ln
(
µ2
m2
)
. (6.8)
Im letzten Schritt wurde benutzt, daß aufgrund von (6.1) gilt:
s =
4m2 δ2
δ2 − 1 , (6.9)
woraus
ln
(
−µ
2
s
)
= ln
(
µ2
m2
)
+ ln
(
1− δ2
4 δ2
)
(6.10)
folgt. Der Formfaktorbeitrag G1,0,0 ist fu¨r s→ 0 logarithmisch divergent.
6.2 Anomales magnetisches Moment
Fu¨r die folgenden Rechnungen und Diskussionen erweist es sich als zweck-
ma¨ßig, die in Abschnitt 2.1 angegebenen Kopplungen eines schweren Quarks
an ein Z-Boson bzw. an ein Photon zu modifizieren, indem die Positronladung
e > 0 herausgezogen wird. Es gilt also:
vˆZQ =
1
swcw
(
TQ3
2
− s2wQQ
)
, aˆZQ = −
1
swcw
TQ3
2
, (6.11)
bzw.
vˆγQ = QQ, aˆ
γ
Q = 0. (6.12)
Das statische anomale magnetische Moment des Quarks Q ist definiert als
[BN96, Djo92]:
(g − 2)γ,ZQ ≡ vˆγ,ZQ F2
(
0,
µ2
m2
)
, (6.13)
wobei
F2
(
0,
µ2
m2
)
=
αs
2pi
F
(1l)
2,R
(
0,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
F
(2l)
2,R
(
0,
µ2
m2
)
(6.14)
gilt. Fu¨r die Berechnung des anomalen magnetischen Moments fu¨r Top- und
Bottomquarks werden die jeweils leichteren Quarks als masselos angenom-
men. Die verwendeten Zahlenwerte sind in Tabelle 6.1 zusammengefaßt. Mit
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Topquark Bottomquark
mQ 175 GeV 5 GeV
QQ 2/3 -1/3
T 3Q 1/2 -1/2
µ mt mb mZ
αs(µ) 0,1080 0,2145 0,1187
Tabelle 6.1: Verwendete Zahlenwerte fu¨r die Berechnung der Top- bzw.
Bottomquark-Formfaktoren. Im Falle des Bottomquarks werden zwei
mo¨gliche Renormierungsskalen betrachtet, wobei fu¨r die Masse des
Z-Bosons mZ = 91.187 GeV verwendet wird [PDG04].
diesen und mit s2w = 0, 231 [PDG04] ergeben sich die in Tabelle 6.2 ange-
gebenen Werte fu¨r die anomalen magnetischen Momente des Top- und des
Bottomquarks. Zuna¨chst fa¨llt auf, daß der Wert fu¨r (g − 2)γt deutlich im ex-
perimentell zuga¨nglichen Bereich liegt (siehe dazu Tabelle 5.3.1 in [A-S+01]).
Insbesondere ist der 2-Schleifen-Beitrag, der ca. 24% des Gesamtwerts aus-
macht, ein wichtiger Beitrag zur Standardmodellvorhersage. Gleiches gilt fu¨r
(g − 2)Zt . Dieser ist um den Faktor
(g − 2)γt
(g − 2)Zt
=
vˆγt
vˆZt
≈ 2, 93 (6.15)
gegenu¨ber (g − 2)γt unterdru¨ckt. Insbesondere bei Erho¨hung der integrier-
ten Luminosita¨t und der damit verbundenen Erho¨hung der Sensitivita¨t ist
(g − 2)Zt eine wichtige Vorhersage des Standardmodells.
Die Unterschiede in den Ergebnissen fu¨r Bottomquarks resultieren in er-
ster Linie aus den unterschiedlichen Werten von αs fu¨r die beiden Renor-
mierungsskalen, siehe Tabelle 6.1. Das Verha¨ltnis der 1-Schleifen-Beitra¨ge
entspricht genau dem Verha¨ltnis von αs fu¨r die jeweilige Skala. Die auf 2-
Schleifen-Niveau auftretende explizite Abha¨ngigkeit von der Renormierungs-
skala in Form von ln(µ2/m2b) spielt nur eine untergeordnete Rolle. Weiterhin
ist (g − 2)Zb um den Faktor vˆZb /vˆγb ≈ 1, 23 gegenu¨ber (g − 2)γb erho¨ht.
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Top (µ = mt) Bottom (µ = mb) Bottom (µ = mZ)
(g − 2)γ,(1l)Q 1, 53 · 10−2 −1, 52 · 10−2 −8, 4 · 10−3
(g − 2)γ,(2l)Q 4, 7 · 10−3 −1, 00 · 10−2 −6, 6 · 10−3
(g − 2)Z,(1l)Q 5, 2 · 10−3 −1, 87 · 10−2 −1, 03 · 10−2
(g − 2)Z,(2l)Q 1, 6 · 10−3 −1, 24 · 10−2 −8, 1 · 10−3
(g − 2)γQ 2, 00 · 10−2 −2, 52 · 10−2 −1, 50 · 10−2
(g − 2)ZQ 6, 8 · 10−3 −3, 11 · 10−2 −1, 85 · 10−2
Tabelle 6.2: Statische anomale magnetische Momente fu¨r Top- und Bottom-
quarks fu¨r die angegebenen Renormierungsskalen: Im oberen Teil
der Tabelle sind die 1- und 2-Schleifenbeitra¨ge getrennt angegeben,
im unteren Teil jeweils die Summe.
6.3 Schwache Axialvektor-Ladung
Die schwache Axialvektor-Ladung aZQ eines schweren Quarks Q la¨ßt sich wie
folgt definieren:
aZQ ≡ aˆZQG1
(
0,
µ2
m2
)
, (6.16)
wobei sich G1 aus einem nicht-anomalen und einem anomalen Beitrag zusam-
mensetzt. Fu¨r den nicht-anomalen Beitrag gilt fu¨r Top- und Bottomquarks
gleichermaßen:
Gnicht−ano1
(
0,
µ2
m2
)
= 1 +
αs
2pi
G
(1l)
1,R
(
0,
µ2
m2
)
+
(αs
2pi
)2
G
(2l)
1,R
(
0,
µ2
m2
)
. (6.17)
Dies entspricht der Zerlegung in Abschnitt 2.3. Hinzu kommt der anomale
Beitrag, der fu¨r Top- und Bottomquarks eine unterschiedliche Form hat. Das
liegt daran, daß in beiden Fa¨llen u¨ber die Isospin-Dubletts in der internen
Quarkschleife summiert werden muß, wobei die Masse des Bottomquarks
gegenu¨ber der des Topquarks vernachla¨ssigt werden kann. Daher gilt fu¨r den
Fall eines externen Topquarks:
Gano1,t
(
0,
µ2
m2
)
=
(αs
2pi
)2
CFTF
[
G1,mt,mt
(
0,
µ2
m2t
)
− G1,0,mt
(
0,
µ2
m2t
)]
.
(6.18)
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Top (µ = mt) Bottom (µ = mb) Bottom (µ = mZ)
a
Z,nicht−ano,(1l)
Q 1, 36 · 10−2 −2, 70 · 10−2 −1, 49 · 10−2
a
Z,nicht−ano,(2l)
Q 1, 1 · 10−3 −4, 6 · 10−3 −7, 7 · 10−3
aZ,anoQ −1, 1 · 10−3 −9, 4 · 10−3 −2, 9 · 10−3
aZQ − aˆZQ 1, 36 · 10−2 −4, 10 · 10−2 −2, 55 · 10−2
Tabelle 6.3: Schwache Axialvektor-Ladung fu¨r Top- und Bottomquarks fu¨r die
angegebenen Renormierungsskalen. Im oberen Teil der Tabelle sind
die nicht-anomalen 1- und 2-Schleifenbeitra¨ge, sowie die anomalen
Beitra¨ge getrennt angegeben, im unteren Teil jeweils die Summe der
QCD-Korrekturen.
Dabei wurde schon ausgenutzt, daß aˆZb = −aˆZt gilt. Aufgrund derselben Ar-
gumentation ergibt sich fu¨r externe Bottomquarks:
Gano1,b
(
0,
µ2
m2
)
=
(αs
2pi
)2
CFTF
[
G1,mb,mb
(
0,
µ2
m2b
)
− G1,mt,0
(
0,
µ2
m2t
)]
.
(6.19)
Die numerischen Resultate fu¨r die schwache Axialvektor-Ladungen von Top-
und Bottomquarks sind in Tabelle 6.3 aufgelistet. Die Resultate fu¨r das
Topquark liegen nahe am experimentell zuga¨nglichen Bereich (Tabelle 3.5.1
in [A-S+01]), der aber durch eine Erho¨hung der integrierten Luminosita¨t
ausgeweitet werden kann. Dann ko¨nnten mo¨gliche Abweichungen von 10%
[MP96, sowie Referenzen darin] durchaus meßbar bzw. auszuschließen sein.
An den Werten fu¨r die axiale Ladung des Bottomquarks la¨ßt sich deutlich
der Einfluß der Renormierungsskala ablesen. Dieser zeigt sich einerseits in
den unterschiedlichen Werten der starken Kopplung, vgl. Tabelle 6.1. An-
dererseits ha¨ngen die 2-Schleifen-Beitra¨ge logarithmisch von der Renormie-
rungsskala ab, was sich besonders deutlich bei den anomalen Beitra¨gen fu¨r
µ = mb zeigt.
83
Kapitel 7
Zusammenfassung
In der vorliegenden Arbeit wurden die virtuellen QCD-Korrekturen zur Paar-
produktion schwerer Quarks in hochenergetischen e+e−-Kollisionen zur Ord-
nung α2s berechnet. Diese Korrekturen sind ein wichtiger Baustein in der
differentiellen Beschreibung des Prozesses
e+e− → γ∗, Z∗ → tt¯+X. (7.1)
Mit Hilfe der vollsta¨ndigen differentiellen Beschreibung kann eine Vielzahl
an physikalischen Observablen berechnet werden, u. a. Jet- und Topspin-
Observablen, sowie Asymmetrien, von denen die Vorwa¨rts-Ru¨ckwa¨rts-Asym-
metrie AQFB von besonderem Interesse ist.
Fu¨r die Berechnung der virtuellen Korrekturen wurde die Vertexfunktion
fu¨r den Zerfall eines Z-Bosons in ein schweres Quark-Antiquark-Paar durch
vier dimensionslose Formfaktoren parametrisiert. Anhand der Festlegung ei-
nes Schemas fu¨r die Behandlung der parita¨tsverletzenden neutralen Strom-
kopplungen innerhalb der verwendeten dimensionellen Regularisierung wur-
den die Beitra¨ge zu den Formfaktoren in nicht-anomale und anomale Bei-
tra¨ge aufgeteilt, wobei letztere die Adler-Bell-Jackiw-Anomalie als Subdia-
gramm enthalten. Anschließend wurden die nicht-anomalen Formfaktoren
durch Verwendung geeigneter Projektoren aus den beitragenden 2-Schleifen-
Amplituden berechnet. Die entstehenden 2-Schleifen-Integrale wurden mit
Hilfe einer Adaption des Laporta-Algorithmus auf Linearkombinationen von
bekannten Masterintegralen reduziert. Die Renormierung erfolgte durch ein
Hybridschema, wonach die QCD-Kopplung und die Gluonwellenfunktion im
modifizierten Minimalen Subtraktionsschema (MS) und die Quarkmasse und
-wellenfunktion im On-Shell-Schema (OS) renormiert wurde. Die Renormie-
rungskonstante fu¨r den Quark-Gluon-Vertex ergab sich aus einer Slavnov-
Taylor-Identita¨t. Die renormierten 1- und 2-Schleifen-Beitra¨ge zu den Form-
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faktoren wurden analytisch u¨ber die Produktionsschwelle des Quark-Anti-
quark-Paares fortgesetzt und explizit in Real- und Imagina¨rteile aufgespal-
ten. Diese wurden anschließend fu¨r Schwerpunktsenergien s ≈ 4m2 nahe der
Produktionsschwelle, wie auch fu¨r asymptotisch hohe Schwerpunktsenergien
s/m2 →∞ entwickelt.
Ausgehend von der ABJ-Anomalie wurden unter Beachtung des Adler-Bar-
deen-Theorems die relevanten Ward-Identita¨ten fu¨r die anomalen Formfak-
torbeitra¨ge hergeleitet. Die Berechnung der anomalen Formfaktoren erfolgte
auf bekannte Weise anhand geeigneter Projektoren, wobei die Vorschrift
γµγ5 → i
6
µµ1µ2µ3γ
µ1γµ2γµ3 (7.2)
verwendet wurde. Diese Vorschrift ist zwar algebraisch konsistent, verletzt
aber in d 6= 4 Dimensionen die chirale Invarianz. Daher mußte neben der UV-
Renormierung auch eine endliche Renormierung durchgefu¨hrt werden, um die
chirale Invarianz wiederherzustellen. Fu¨r vier verschiedene Kombinationen
von internen und externen Massen wurden die renormierten Formfaktorbei-
tra¨ge berechnet. Diese Resultate wurden anschließend analytisch fortgesetzt,
wobei die verschiedenen Produktionsschwellen fu¨r masselose bzw. massive
Quarks, sowie das Landau-Yang-Theorem beru¨cksichtigt werden mußten. Die
entstehenden Real- und Imagina¨rteile wurden dann in der Na¨he der Produk-
tionsschwelle und fu¨r sehr hohe Schwerpunktsenergien entwickelt. Die Kon-
sistenz der Ergebnisse untereinander konnte mit Hilfe des Grenzu¨berganges
m → 0 gezeigt werden. Daru¨ber hinaus wurde der anomale Beitrag zu der
pseudoskalaren Vertexfunktion und die anomale Vertexfunktion des Opera-
tors GG˜ berechnet. Mit Hilfe dieser Resultate konnte gezeigt werden, daß
die renormierten anomalen Beitra¨ge die relevanten chiralen Ward-Identita¨ten
erfu¨llen. Damit ist einerseits nachgewiesen, daß die fu¨r masselose Quarks her-
geleiteten Renormierungskonstanten aus [Lar93] zumindest auf 2-Schleifen-
Niveau auch auf IR-endliche Greenfunktionen anwendbar sind, wenn diese
massive Quarks beinhalten. Andererseits konnte damit auch gezeigt werden,
daß die pseudoskalare Vertexfunktion keine Renormierung erfa¨hrt.
Anschließend wurde das anomale magnetische Moment (g − 2)γ,ZQ und die
schwache axiale Ladung aZQ eines schweren Quarks berechnet. Dazu wur-
den die relevanten Formfaktoren fu¨r verschwindenden Impulsu¨bertrag s→ 0
entwickelt. Insbesondere liegen die Vorhersagen fu¨r das Topquark im expe-
rimentell zuga¨nglichen Bereich des geplanten Linearbeschleunigers ILC. Zu-
sammen mit elektroschwachen Korrekturen ko¨nnen diese Vorhersagen dabei
helfen, mo¨gliche Wechselwirkungen jenseits des Standardmodells in der Er-
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zeugung schwerer Quarkpaare entweder zu entdecken oder auszuschließen.
Abschließend la¨ßt sich feststellen, daß die gefundenen Resultate einen bis-
lang unbekannten Beitrag zu der vollsta¨ndig differentiellen Beschreibung der
Paarproduktion schwerer Quarks durch neutrale Stro¨me liefern und dazu
beitragen ko¨nnen, die Pra¨zision von Standardmodellvorhersagen zu erho¨hen.
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Anhang A
Resultate
Dieser Anhang entha¨lt die Entwicklungskoeffizienten der renormierten Form-
faktoren aus (4.15) und (4.16), sowie deren analytische Fortsetzungen.
A.1 Renormierte Formfaktoren
A.1.1 Die Koeffizienten f
(1,2l)
j
f
(1,2l)
1 = 1/3 (x
2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]− 1/3, (A.1)
f
(1,2l)
2 = 0, (A.2)
f
(1,2l)
3 = −11/12 (x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)] + 11/12, (A.3)
f
(1,2l)
4 = −(x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)2H(0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/2, (A.4)
f
(1,2l)
5 = −5/9 (x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)] + 5/9, (A.5)
f
(1,2l)
6 = 0, (A.6)
f
(1,2l)
7 = 2 x
2H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1) x2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/36 (x2 + 1) (54 ζ(2) x2 − 67 x2 − 18 ζ(2) + 67)H(0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−(x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)2H(0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+(x2 + 1)H(1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(x2 + 1)2H(0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
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+1/36 (−49 x4 + 54 ζ(2) x4 − 18 ζ(3) x4 + 98 x2
− 72 ζ(2) x2 − 36 ζ(3) x2 + 18 ζ(2)− 18 ζ(3)− 49)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2], (A.7)
f
(1,2l)
8 = −1/2 (7 x4 + 2 ζ(2) x4 + 2 x3 + 4 ζ(2) x2 − 2 x+ 2 ζ(2)− 7)
×H(0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 (x2 + 1) (x2 + x + 2)H(0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+3 (x2 + 1)2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (x2 + 1)2H(0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)2H(−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+(ζ(2) x2 + 2 x2 − 2 + ζ(2)) / [(x− 1) (x+ 1)], (A.8)
f
(1,2l)
9 = −1/54 (209 x2 + 36 ζ(2) x2 + 6 x+ 209 + 36 ζ(2))H(0; x)
/ [(x− 1) (x+ 1)]
−1/9 (19 x2 + 6 x+ 19)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+2/9 (19 x2 + 6 x+ 19)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2/3 (x2 + 1)H(0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4/3 (x2 + 1)H(0,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4/3 (x2 + 1)H(−1, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−8/3 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−4/3 ζ(2) (x2 + 1)H(−1; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+1/27 (36 ζ(3) x2 + 106 x2 + 93 ζ(2) x2 + 18 ζ(2) x+ 21 ζ(2)
+ 36 ζ(3)− 106) / [(x− 1) (x+ 1)], (A.9)
f
(1,2l)
10 = −1/54 (265 x6 + 36 ζ(2) x6 + 406 x5 + 144 ζ(2) x5 + 3511 x4
+ 36 ζ(2) x4 + 2448 ζ(2) x3 + 6740 x3 + 3511 x2
+ 36 ζ(2) x2 + 406 x+ 144 ζ(2) x+ 265
+ 36 ζ(2))H(0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+1/9 (19 x4 − 2 x3 + 206 x2 − 2 x+ 19)H(0, 0; x) / (x+ 1)4
−2/3 (x2 + 6 x+ 1) (x4 − 2 x3 + 12 x2 − 2 x+ 1)H(0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)5 (x− 1)]
−1/27 (−383 x4 + 27 ζ(2) x4 − 944 x3 + 702 ζ(2) x3 − 1122 x2
− 2178 ζ(2) x2 − 944 x+ 702 ζ(2) x− 383 + 27 ζ(2))
/ (x+ 1)4, (A.10)
f
(1,2l)
11 = −(12 x6 + 37 x5 + 49 x4 + 42 x3 + 42 x2 + 11 x− 1) x
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×H(0, 0, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
+8 (x4 + 2 x3 + 8 x2 − 4 x+ 1) xH(0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)]
+2 (7 x7 + 12 x6 + 94 x5 − 177 x4 + 233 x3 − 54 x2 + 12 x+ 1)
×H(0,−1, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
−2 (x7 + 28 x5 + 13 x4 + 15 x3 − 8 x2 + 12 x+ 3)H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)2 (x + 1)5]
+2 (11 x7 + 36 x6 + 26 x5 + 37 x4 + 47 x3 + 34 x2 + 1)
×H(0, 0,−1, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
+2 (x7 − 7 x6 + 69 x5 − 267 x4 + 239 x3 − 89 x2 − 5 x− 5)
×H(1, 0, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
−2 (2 x5 + 13 x4 − 5 x3 − 11 x2 − 25 x− 6)H(1, 0, 0; x)
/ [(x− 1) (x+ 1)4]
+1/216 (1044 ζ(2) x7− 1620 ζ(3) x7 + 2545 x7 + 9357 x6
− 972 ζ(3) x6 − 13716 ζ(2) x6 + 8913 x5
− 34452 ζ(3) x5 + 42876 ζ(2) x5 + 2101 x4
− 84276 ζ(2) x4 + 104436 ζ(3) x4− 2101 x3
− 105948 ζ(3) x3 + 65484 ζ(2) x3− 8913 x2
+ 33372 ζ(3) x2 − 13068 ζ(2) x2 − 9357 x+ 2052 ζ(2) x
+ 324 ζ(3) x− 2545 + 1404 ζ(3)− 396 ζ(2))H(0; x)
/ [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+1/36 (36 ζ(2) x7− 217 x7 − 36 ζ(2) x6 − 81 x6 + 1188 ζ(2) x5
+ 1077 x5 − 3564 ζ(2) x4 − 535 x4 + 4068 ζ(2) x3
− 239 x3 + 849 x2 − 828 ζ(2) x2 − 621 x+ 252 ζ(2) x
+ 36 ζ(2)− 233)H(0, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+1/9 (−31 x5 − 28 x4 − 105 x3 + 36 ζ(2) x3 + 36 ζ(2) x2 + 105 x2
+ 36 ζ(2) x+ 28 x+ 36 ζ(2) + 31)H(−1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
+1/6 (89 x6 − 154 x5 + 1547 x4 − 1262 x3 + 29 x2 − 4 x
+ 11)H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
−2/3 (34 x5 + 105 x4 + 88 x3 + 52 x2 + 1)H(0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)]
+(4 ζ(2) x7 − 3 x7 − 8 ζ(2) x6 + 5 x6 − 15 x5 + 148 ζ(2) x5
− 23 x4 − 520 ζ(2) x4 + 492 ζ(2) x3 + 23 x3 − 168 ζ(2) x2
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+ 15 x2 − 5 x− 4 ζ(2) x− 8 ζ(2) + 3)H(1, 0; x)
/ [(x− 1)2 (x+ 1)5]
−1/3 (53 x5 − 12 x4 + 851 x3 − 571 x2 + 222 x+ 17)
×H(−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)4 (x− 1)]
+ζ(2) (7 x7 + 15 x6 + 53 x5 − 131 x4 + 145 x3 − 43 x2 − 9 x− 5)
×H(0,−1; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
−6 (x2 + 1)H(−1, 1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+52/3 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−6 (x2 + 1)H(1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+2 (x2 + 1)H(1, 1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(x2 + 1) (ζ(2) x2 + 2 ζ(3) x2 + 2 ζ(3)− ζ(2))H(1; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+ζ(2) (x2 + 1)2H(0, 1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (x2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+6 (x2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−10 (x2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+6 (x2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 (x2 + 3) (x2 + 1)H(−1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/3 (−6 ζ(3) x6 + 10 ζ(2) x6 − 12 ζ(3) x5 − 115 ζ(2) x5
+ 244 ζ(2) x4 − 18 ζ(3) x4 − 342 ζ(2) x3 − 24 ζ(3) x3
+ 260 ζ(2) x2 − 18 ζ(3) x2 − 83 ζ(2) x− 12 ζ(3) x
− 6 ζ(3) + 26 ζ(2))H(−1; x) / [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−2 (7 x7 + 21 x6 + 33 x5 − 13 x4 + 69 x3 + 7 x2 + 3 x+ 1)
×H(0, 0, 1, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
+1/540 (450 ζ(3) x7− 7975 x7 + 3240 ζ(2) ln(2) x7
− 5205 ζ(2) x7 − 1917 ζ(2)2 x7 − 9531 ζ(2)2 x6
− 9720 ζ(2) ln(2) x6 + 26055 ζ(2) x6 − 25545 x6
− 25650 ζ(3) x6− 16200 ζ(2) ln(2) x5 − 73215 ζ(2) x5
− 9595 x5 + 142830 ζ(3) x5 + 16767 ζ(2)2 x5
− 139950 ζ(3) x4 + 19545 ζ(2) x4 + 43115 x4
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− 74547 ζ(2)2 x4 + 22680 ζ(2) ln(2) x4
+ 60561 ζ(2)2 x3 − 134370 ζ(3) x3 + 52365 ζ(2) x3
+ 43115 x3 + 22680 ζ(2) ln(2) x3 − 26757 ζ(2)2 x2
− 45495 ζ(2) x2 + 159570 ζ(3) x2− 16200 ζ(2) ln(2) x2
− 9595 x2 − 9720 ζ(2) ln(2) x+ 3537 ζ(2)2 x
+ 26055 ζ(2) x− 8910 ζ(3) x− 25545 x− 7975
− 105 ζ(2)− 81 ζ(2)2 + 6030 ζ(3) + 3240 ζ(2) ln(2))
/ [(x− 1)2 (x+ 1)5], (A.11)
f
(1,2l)
12 = −2 (7 x7 + 27 x6 − 27 x5 + 225 x4 − 155 x3 + 77 x2 + 3 x+ 3)
×H(0,−1, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
−4 (x6 + x5 + 30 x4 − 120 x3 + 30 x2 + x+ 1)H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)5 (x− 1)]
−2 (11 x7 + 27 x6 + 99 x5 − 281 x4 + 351 x3 − 49 x2 + 3 x− 1)
×H(0, 0,−1, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+8 (x7 + 2 x6 + 17 x5 − 16 x4 + 30 x3 − 7 x2 + 4 x+ 1)
×H(1, 0, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+2 (8 x4 + 15 x3 + 194 x2 + 15 x+ 8)H(1, 0, 0; x) / (x+ 1)4
−1/8 (136 ζ(2) x7 + 85 x7 − 64 ζ(3) x7 − 32 ζ(2) x6 − 288 ζ(3) x6
+ 237 x6 + 640 ζ(3) x5 + 201 x5 − 704 ζ(2) x5
− 1824 ζ(3) x4 + 49 x4 + 1192 ζ(2) x4 + 616 ζ(2) x3
+ 1824 ζ(3) x3 − 49 x3 + 816 ζ(2) x2 − 640 ζ(3) x2
− 201 x2 − 237 x+ 288 ζ(3) x+ 16 ζ(2) x− 85 + 8 ζ(2)
+ 64 ζ(3))H(0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
+1/4 (229 x7 + 52 ζ(2) x7 + 169 x6 + 140 ζ(2) x6 + 348 ζ(2) x5
+ 1457 x5 − 188 ζ(2) x4 + 549 x4 − 721 x3 + 468 ζ(2) x3
+ 251 x2 − 148 ζ(2) x2 + 59 x− 20 ζ(2) x+ 55− 12 ζ(2))
×H(0, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
+1/2 (−55 x5 + 8 ζ(2) x5 + 8 ζ(2) x4 + 103 x4 − 610 x3
+ 16 ζ(2) x3 + 16 ζ(2) x2 + 610 x2 + 8 ζ(2) x− 103 x
+ 8 ζ(2) + 55)H(−1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)2]
−2 (5 x7 − 7 x6 − 94 x5 + 45 x4 + 7 x3 − 5 x2 − 10 x− 5)
×H(0, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+2 (8 x5 − 5 x4 + 181 x3 − 173 x2 + 11 x− 6)H(0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)]
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+4 (4 x7 + ζ(2) x7 + ζ(2) x6 + 6 x6 + 29 ζ(2) x5 + 18 x5 + 16 x4
− 39 ζ(2) x4 − 16 x3 + 53 ζ(2) x3 − 18 x2 − 19 ζ(2) x2 − 6 x
+ 5 ζ(2) x+ ζ(2)− 4)H(1, 0; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
−2 (3 x6 + 5 x5 + 153 x4 − 202 x3 + 155 x2 + 9 x+ 5)
×H(−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−2 ζ(2) (5 x7 + 9 x6 + 43 x5 − 145 x4 + 131 x3 − 53 x2 − 15 x
− 7)H(0,−1; x) / [(x− 1)2 (x+ 1)5]
+(27 x7 + 83 x6 + 117 x5 + 117 x4 + 121 x3 + 53 x2 + 19 x+ 7)
×H(0, 0, 0, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
−4 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4 ζ(3) (x2 + 1)2H(1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+16 (x2 + 1)2H(−1,−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−12 (x2 + 1)2H(−1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+8 (x2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+8 (x2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−8 (x2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 (5 x5 − 30 x4 + 53 x3 − 61 x2 + 24 x− 7) ζ(2)H(−1; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)]
−2 (5 x6 + 4 x5 + 59 x4 − 72 x3 + 59 x2 + 4 x+ 5)H(0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
+4 (3 x7 + 9 x6 + 15 x5 − 35 x4 + 49 x3 − 5 x2 − 3 x− 1)
×H(0, 0, 1, 0; x) / [(x− 1)2 (x + 1)5]
−1/20 (140 ζ(3) x7− 230 x7 + 240 ζ(2) ln(2) x7 − 275 ζ(2) x7
− 362 ζ(2)2 x7 − 958 ζ(2)2 x6 − 720 ζ(2) ln(2) x6
− 895 ζ(2) x6 − 690 x6 + 940 ζ(3) x6 − 1200 ζ(2) ln(2) x5
+ 5665 ζ(2) x5 − 230 x5 − 2460 ζ(3) x5 − 2710 ζ(2)2 x5
+ 2340 ζ(3) x4 − 2875 ζ(2) x4 + 1150 x4 + 4238 ζ(2)2 x4
+ 1680 ζ(2) ln(2) x4 − 5946 ζ(2)2 x3 + 2420 ζ(3) x3
− 5385 ζ(2) x3 + 1150 x3 + 1680 ζ(2) ln(2) x3
+ 1490 ζ(2)2 x2 + 3955 ζ(2) x2 − 2220 ζ(3) x2
− 1200 ζ(2) ln(2) x2 − 230 x2 − 720 ζ(2) ln(2) x
+ 226 ζ(2)2 x− 5 ζ(2) x+ 1180 ζ(3) x− 690 x− 230
− 185 ζ(2) + 118 ζ(2)2 + 220 ζ(3) + 240 ζ(2) ln(2))
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/ [(x− 1)2 (x+ 1)5]. (A.12)
A.1.2 Die Koeffizienten f
(2,2l)
j
f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.13)
f
(2,2l)
8 = −2 xH(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4 (x2 + 1) xH(0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2], (A.14)
f
(2,2l)
9 = −50/9 xH(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−4/3 xH(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+8/3 xH(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4/3 ζ(2) x / [(x− 1) (x+ 1)], (A.15)
f
(2,2l)
10 = 48 x
3H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
−2/9 (25 x4 − 272 x3 − 216 ζ(2) x2 − 594 x2 − 272 x+ 25) x
×H(0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+4/3 (x2 − 20 x+ 1) xH(0, 0; x) / (x+ 1)4
−4/3 (−17 x2 + 3 ζ(2) x2 + 108 ζ(2) x− 34 x− 17 + 3 ζ(2)) x
/ (x+ 1)4, (A.16)
f
(2,2l)
11 = −96 x3H(0, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
−4 (x2 + 4 x+ 1) (x2 − x+ 1) x2H(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x + 1)5]
−48 x2H(0, 1, 0; x) / (x+ 1)4
−8 (17 x4 − 71 x3 + 106 x2 − 71 x+ 17) x2H(0,−1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x + 1)5]
+8 (7 x2 + 8 x+ 7) x2H(0, 1, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+8 (7 x4 − 2 x3 − 6 x2 − 2 x+ 7) x2H(0, 0,−1, 0; x) /
[(x− 1)3 (x + 1)5]
−48 (3 x2 − 8 x+ 3) x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+2 (19 x5 − 176 x4 + 382 x3 − 356 x2 + 91 x− 8) x2H(0, 0, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x+ 1)5]
−24 ζ(2) (x2 − 8 x+ 1) (x2 − x+ 1) x2H(0,−1; x)
/ [(x− 1)3 (x + 1)5]
−6 (5 x4 − 12 x3 + 26 x2 − 12 x+ 5) ζ(2) xH(−1; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
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+8 (2 x2 + x + 2) xH(1, 0, 0; x) / (x+ 1)4
+1/18 (173 x6 + 684 ζ(2) x6 + 2448 ζ(3) x5 + 670 x5
− 4968 ζ(2) x5 + 11304 ζ(2) x4 − 173 x4 − 11664 ζ(3) x4
− 12816 ζ(2) x3 + 18432 ζ(3) x3 − 1340 x3
+ 5724 ζ(2) x2 − 173 x2 − 11664 ζ(3) x2 + 670 x
− 1656 ζ(2) x+ 2448 ζ(3) x+ 173) xH(0; x)
/ [(x− 1)3 (x+ 1)5]
−1/3 (25 x6 + 8 x5 + 96 ζ(2) x5 − 265 x4 − 372 ζ(2) x4
+ 720 ζ(2) x3 + 56 x3 + 239 x2 − 372 ζ(2) x2 − 64 x
+ 96 ζ(2) x+ 1) xH(0, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)5]
−2/3 (5 x2 − 8 x+ 5) xH(−1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
+8 (x4 − 2 x3 − 2 x+ 1) xH(0,−1, 0; x) / [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−12 (x4 + 12 ζ(2) x3 − 2 x2 − 32 ζ(2) x2 + 12 ζ(2) x+ 1) x
×H(1, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
−2 (15 x4 − 140 x3 + 254 x2 − 140 x+ 15) xH(−1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
+1/15 (45 x6 + 360 ζ(2) ln(2) x6 − 715 ζ(2) x6 + 300 ζ(3) x6
+ 3100 ζ(2) x5 − 828 ζ(2)2 x5 − 4860 ζ(3) x5
− 2945 ζ(2) x4 − 135 x4 + 8820 ζ(3) x4 + 2430 ζ(2)2 x4
− 1080 ζ(2) ln(2) x4 − 800 ζ(2) x3 − 4032 ζ(2)2 x3
+ 135 x2 + 2430 ζ(2)2 x2 − 8820 ζ(3) x2 + 3355 ζ(2) x2
+ 1080 ζ(2) ln(2) x2 − 2300 ζ(2) x− 828 ζ(2)2 x
+ 4860 ζ(3) x+ 305 ζ(2)− 45− 300 ζ(3)
− 360 ζ(2) ln(2)) x / [(x− 1)3 (x+ 1)5], (A.17)
f
(2,2l)
12 = 192 x
3H(0, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+8 (x2 + 4 x+ 1) (x2 − x+ 1) x2H(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x+ 1)5]
−16 (7 x4 − 31 x3 + 50 x2 − 31 x+ 7) x2H(0,−1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x+ 1)5]
+80 (x2 − 7 x+ 1) x2H(0, 1, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+16 (5 x4 − 49 x3 + 84 x2 − 49 x+ 5) x2H(0, 0,−1, 0; x)
/ [(x− 1)3 (x + 1)5]
−96 (x2 − x + 1) x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)]
+48 ζ(2) (x2 − 8 x+ 1) (x2 − x+ 1) x2H(0,−1; x)
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/ [(x− 1)3 (x+ 1)5]
+12 (5 x4 − 12 x3 + 26 x2 − 12 x+ 5) ζ(2) xH(−1; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−8 (x2 − 6 x+ 1) (x2 − 4 x+ 1) xH(0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−8 (x4 + 47 x3 − 88 x2 + 47 x+ 1) xH(1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−1/2 (112 ζ(2) x5 + 31 x5 + 93 x4 − 224 ζ(3) x4 + 344 ζ(2) x4
+ 62 x3 + 448 ζ(3) x3 − 16 ζ(2) x3 − 62 x2 − 448 ζ(3) x2
+ 176 ζ(2) x2 − 32 ζ(2) x+ 224 ζ(3) x− 93 x− 31
+ 24 ζ(2)) xH(0; x) / [(x+ 1)5 (x− 1)2]
+(127 x6 − 32 ζ(2) x5 − 314 x5 + 160 ζ(2) x4 + 129 x4 + 260 x3
− 144 ζ(2) x3 + 160 ζ(2) x2 − 239 x2 + 54 x− 32 ζ(2) x
− 17) xH(0, 0; x) / [(x− 1)3 (x+ 1)5]
−6 (13 x2 − 38 x+ 13) xH(−1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
−4 (8 x5 + 46 x4 − 23 x3 + x2 − x− 3) xH(0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)5 (x− 1)2]
+8 (x4 − 49 x3 + 92 x2 − 49 x+ 1) xH(0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
+32 (x2 − x+ 1) (x2 − 3 ζ(2) x+ 2 x+ 1) xH(1, 0; x)
/ [(x+ 1)5 (x− 1)]
−4 (x4 − 64 x3 + 122 x2 − 64 x+ 1) xH(−1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
−1/5 (240 ζ(2) ln(2) x6 − 5 ζ(2) x6 − 20 ζ(3) x6 − 1610 ζ(2) x5
+ 1040 ζ(3) x5 + 264 ζ(2)2 x5 + 2485 ζ(2) x4
− 1848 ζ(2)2 x4 − 1220 ζ(3) x4 − 720 ζ(2) ln(2) x4
+ 2616 ζ(2)2 x3 + 820 ζ(2) x3 + 1220 ζ(3) x2
− 2555 ζ(2) x2 + 720 ζ(2) ln(2) x2 − 1848 ζ(2)2 x2
− 1040 ζ(3) x+ 790 ζ(2) x+ 264 ζ(2)2 x− 240 ζ(2) ln(2)
+ 20 ζ(3) + 75 ζ(2)) x / [(x− 1)3 (x+ 1)5]. (A.18)
A.1.3 Die Koeffizienten g
(1,2l)
j
g
(1,2l)
1 = 1/3 (x
2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]− 1/3, (A.19)
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g
(1,2l)
2 = 0, (A.20)
g
(1,2l)
3 = −11/12 (x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)] + 11/12, (A.21)
g
(1,2l)
4 = (x
2 + 1)2H(0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−(x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)] + 1/2, (A.22)
g
(1,2l)
5 = −5/9 (x2 + 1)H(0; x) / [(x− 1) (x+ 1)] + 5/9, (A.23)
g
(1,2l)
6 = 0, (A.24)
g
(1,2l)
7 = 2 x
2H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1) x2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/36 (x2 + 1) (54 ζ(2) x2 − 67 x2 − 18 ζ(2) + 67)H(0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+(x2 + 1)H(1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−(x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+(x2 + 1)2H(0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−(x2 + 1)2H(0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/36 (−18 ζ(3) x4− 49 x4 + 54 ζ(2) x4 − 72 ζ(2) x2 + 98 x2
− 36 ζ(3) x2 − 18 ζ(3) + 18 ζ(2)− 49)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2], (A.25)
g
(1,2l)
8 = 2 (x
2 − x+ 2) (x2 + 1)H(0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/2 (2 ζ(2) x4 + 7 x4 − 2 x3 + 4 ζ(2) x2 + 2 x− 7 + 2 ζ(2))
×H(0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 (x2 + 1)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2 (x2 + 1)2H(0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)2H(−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+3 (x2 + 1)2H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+(2 x2 + ζ(2) x2 − 2 + ζ(2)) / [(x− 1) (x+ 1)], (A.26)
g
(1,2l)
9 = −4/3 (x2 + 1) ζ(2)H(−1; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−1/9 (19 x2 − 6 x+ 19)H(0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−1/54 (36 ζ(2) x2 + 209 x2 − 78 x+ 36 ζ(2) + 209)H(0; x)
/ [(x− 1) (x+ 1)]
+2/9 (19 x2 − 6 x+ 19)H(−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4/3 (x2 + 1)H(0,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+4/3 (x2 + 1)H(−1, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
−2/3 (x2 + 1)H(0, 0, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
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−8/3 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+1/27 (36 ζ(3) x2 + 93 ζ(2) x2 + 106 x2 − 18 ζ(2) x− 106
+ 21 ζ(2) + 36 ζ(3)) / [(x− 1) (x+ 1)], (A.27)
g
(1,2l)
10 = 1/9 (19 x
4 − 14 x3 + 14 x2 − 14 x+ 19)H(0, 0; x) / (x+ 1)4
−1/54 (36 ζ(2) x4 + 265 x4 − 208 x3 + 72 ζ(2) x3 + 14 x2
− 144 ζ(2) x2 − 208 x+ 72 ζ(2) x+ 36 ζ(2) + 265)
×H(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)]
−2/3 (x4 + 2 x3 − 4 x2 + 2 x+ 1)H(0, 0, 0; x) /
[(x + 1)3 (x− 1)]
−1/27 (−383 x4 + 27 ζ(2) x4 − 1412 x3 + 1026 ζ(2) x3 − 2058 x2
+ 1278 ζ(2) x2 − 1412 x+ 1026 ζ(2) x− 383 + 27 ζ(2))
/ (x+ 1)4, (A.28)
g
(1,2l)
11 = −(12 x5 − x4 + 10 x3 − 28 x2 − 2 x− 1) xH(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+8 (x2 + 1) xH(0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)]
−2 (x6 − 5 x5 + 21 x4 − 34 x3 + 17 x2 − 5 x− 3)H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−4 (x2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/3 (10 ζ(2) x4 − 6 ζ(3) x4 − 81 ζ(2) x3 + 108 ζ(2) x2
− 12 ζ(3) x2 − 81 ζ(2) x− 6 ζ(3) + 26 ζ(2))H(−1; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/36 (−217 x6 + 36 ζ(2) x6 − 144 ζ(2) x5 − 282 x5
+ 612 ζ(2) x4 + 451 x4 + 348 x3 − 504 ζ(2) x3
+ 540 ζ(2) x2 − 467 x2 − 144 ζ(2) x− 66 x+ 233
− 36 ζ(2))H(0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+1/216 (−1620 ζ(3) x6 + 2545 x6 + 1044 ζ(2) x6 − 12528 ζ(2) x5
+ 3024 ζ(3) x5 − 570 x5 + 18396 ζ(2) x4
− 13716 ζ(3) x4 − 2545 x4 + 25920 ζ(3) x3
− 12744 ζ(2) x3 + 1140 x3 − 13500 ζ(3) x2
+ 3060 ζ(2) x2 − 2545 x2 − 570 x− 2808 ζ(2) x
+ 3024 ζ(3) x+ 2545− 1404 ζ(3) + 396 ζ(2))H(0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+(4 ζ(2) x5 − 3 x5 − 8 ζ(2) x4 − x4 + 2 x3 + 40 ζ(2) x3
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− 48 ζ(2) x2 − 2 x2 + x + 4 ζ(2) x− 8 ζ(2) + 3)H(1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
+2 (11 x6 + 5 x5 − 15 x4 + 26 x3 − 27 x2 + 5 x− 1)
×H(0, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+2 (x5 − 5 x4 + 18 x3 − 26 x2 + x− 5)H(1, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
+2 (7 x6 − 7 x5 + 33 x4 − 56 x3 + 25 x2 − 7 x− 1)
×H(0,−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+2 (x2 + 3) (x2 + 1)H(−1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−10 (x2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (x2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+6 (x2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+6 (x2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/9 (31 x4 − 105 x3 − 36 ζ(2) x2 + 105 x− 36 ζ(2)− 31)
×H(−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−(x2 + 1) (ζ(2) x2 + 2 ζ(3) x2 + 2 ζ(3)− ζ(2))H(1; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+(7 x6 + 6 x5 − 29 x4 + 24 x3 − 31 x2 + 6 x+ 5) ζ(2)
×H(0,−1; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−2/3 (34 x4 + 3 x3 − 33 x2 + 3 x− 1)H(0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/3 (53 x4 − 141 x3 + 228 x2 − 141 x− 17)H(−1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+ζ(2) (x2 + 1)2H(0, 1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (7 x5 + 7 x4 + 12 x3 + 4 x2 + x + 1)H(0, 0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
−2 (2 x4 + 5 x3 − 14 x2 + 5 x+ 6)H(1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/6 (89 x6 − 402 x5 + 499 x4 − 354 x3 + 37 x2 − 24 x+ 11)
×H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−6 (x2 + 1)H(−1, 1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
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+52/3 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+2 (x2 + 1)H(1, 1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
−6 (x2 + 1)H(1,−1, 0; x) / [(x+ 1) (x− 1)]
−1/540 (−450 ζ(3) x6 − 3240 ζ(2) ln(2) x6 + 5205 ζ(2) x6
+ 7975 x6 + 1917 ζ(2)2 x6 + 3564 ζ(2)2 x5
+ 22680 ζ(3) x5 − 33930 ζ(2) x5 + 19440 ζ(2) ln(2) x5
− 36270 ζ(3) x4 − 12447 ζ(2)2 x4 − 23925 x4
+ 42405 ζ(2) x4 − 29160 ζ(2) ln(2) x4 + 13716 ζ(2)2 x3
+ 8460 ζ(2) x3 − 47505 ζ(2) x2 − 14445 ζ(2)2 x2
+ 29160 ζ(2) ln(2) x2 + 23925 x2 + 30690 ζ(3) x2
− 19440 ζ(2) ln(2) x+ 3564 ζ(2)2 x + 25470 ζ(2) x
− 22680 ζ(3) x− 105 ζ(2) + 6030 ζ(3)− 7975
+ 3240 ζ(2) ln(2)− 81 ζ(2)2) / [(x+ 1)3 (x− 1)3],
(A.29)
g
(1,2l)
12 = (27 x
6 − 2 x5 + 27 x4 − 56 x3 − 7 x2 − 2 x− 7)H(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−4 (x6 − x5 + 14 x4 − 20 x3 + 14 x2 − x + 1)H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+8 (x2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+2 ζ(2) (5 x4 − 27 x3 + 36 x2 − 27 x+ 7)H(−1; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/4 (52 ζ(2) x6 + 229 x6 − 16 ζ(2) x5 − 266 x5 + 15 x4
+ 124 ζ(2) x4 − 320 ζ(2) x3 + 196 x3 − 189 x2
+ 84 ζ(2) x2 − 16 ζ(2) x+ 70 x+ 12 ζ(2)− 55)
×H(0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−1/8 (−64 ζ(3) x6 + 136 ζ(2) x6 + 85 x6 − 296 ζ(2) x5 − 6 x5
− 160 ζ(3) x5 − 85 x4 + 1056 ζ(3) x4 − 568 ζ(2) x4
+ 12 x3 − 1536 ζ(3) x3 + 944 ζ(2) x3 − 85 x2
− 616 ζ(2) x2 + 1056 ζ(3) x2 − 6 x− 160 ζ(3) x
+ 24 ζ(2) x− 8 ζ(2)− 64 ζ(3) + 85)H(0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+4 (ζ(2) x5 + 4 x5 + 2 x4 − 5 ζ(2) x4 + 34 ζ(2) x3 − 2 x3
− 30 ζ(2) x2 + 2 x2 + 7 ζ(2) x− 2 x+ ζ(2)− 4)H(1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
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−2 (11 x6 − 2 x5 + 33 x4 − 56 x3 + 23 x2 − 2 x+ 1)
×H(0, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+8 (x5 − 2 x4 + 18 x3 − 14 x2 + 4 x+ 1)H(1, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
−2 (7 x6 + 10 x5 − 65 x4 + 104 x3 − 75 x2 + 10 x− 3)
×H(0,−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−12 (x2 + 1)2H(−1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (x2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−8 (x2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+8 (x2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/2 (8 ζ(2) x4− 55 x4 + 82 x3 + 16 ζ(2) x2 − 82 x+ 55 + 8 ζ(2))
×H(−1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 ζ(3) (x2 + 1)2H(1; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (5 x6 + 6 x5 − 31 x4 + 24 x3 − 29 x2 + 6 x+ 7) ζ(2)
×H(0,−1; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+2 (8 x4 − 27 x3 + 60 x2 − 27 x+ 6)H(0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (3 x4 − 15 x3 + 76 x2 − 15 x+ 5)H(−1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+4 (3 x5 + 3 x4 + 6 x3 − 2 x2 − x− 1)H(0, 0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)2]
+2 (8 x4 − 19 x3 + 46 x2 − 19 x+ 8)H(1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−2 (5 x6 − 10 x5 − 60 x4 + 59 x3 − 16 x2 − 7 x+ 5)H(0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−2 (5 x4 − 10 x3 + 18 x2 − 10 x+ 5)H(0, 1, 0; x)
/ [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−4 (x2 + 1)H(−1,−1, 0; x) / [(x− 1) (x+ 1)]
+16 (x2 + 1)2H(−1,−1, 0, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
+1/20 (−140 ζ(3) x6− 240 ζ(2) ln(2) x6 + 275 ζ(2) x6 + 230 x6
+ 362 ζ(2)2 x6 − 144 ζ(2)2 x5 − 600 ζ(3) x5 − 230 ζ(2) x5
+ 1440 ζ(2) ln(2) x5 + 2980 ζ(3) x4 + 1198 ζ(2)2 x4
− 690 x4 − 255 ζ(2) x4 − 2160 ζ(2) ln(2) x4
− 2656 ζ(2)2 x3 − 500 ζ(2) x3 + 165 ζ(2) x2
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+ 954 ζ(2)2 x2 + 2160 ζ(2) ln(2) x2 + 690 x2
− 3060 ζ(3) x2 − 1440 ζ(2) ln(2) x− 144 ζ(2)2 x
+ 730 ζ(2) x+ 600 ζ(3) x− 185 ζ(2) + 220 ζ(3)− 230
+ 240 ζ(2) ln(2) + 118 ζ(2)2) / [(x+ 1)3 (x− 1)3].
(A.30)
A.1.4 Die Koeffizienten g
(2,2l)
j
g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.31)
g
(2,2l)
8 = 4 (x
2 + 1) (3 x2 − 2 x+ 3) xH(0, 0; x) / [(x− 1)4 (x + 1)2]
−2 (5 x2 − 2 x+ 5) xH(0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
+4 x / (x− 1)2, (A.32)
g
(2,2l)
9 = −4/3 (3 x2 − 2 x+ 3) xH(0, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
−2/9 (51 x2 − 26 x+ 51) xH(0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
+8/3 (3 x2 − 2 x+ 3) xH(−1, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
+4/9 (9 ζ(2) x2 + 19 x2 − 6 ζ(2) x− 19 + 9 ζ(2)) x
/ [(x− 1)3 (x + 1)], (A.33)
g
(2,2l)
10 = 16 x
3H(0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+4/3 (3 x4 − 14 x3 − 2 x2 − 14 x+ 3) xH(0, 0; x)
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2]
+2/9 (−51 x4 + 176 x3 + 72 ζ(2) x2 + 70 x2 + 176 x− 51) x
×H(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+4/9 (−8 x4 + 45 ζ(2) x4 − 80 x3 − 90 ζ(2) x3 + 18 ζ(2) x2
− 144 x2 − 80 x− 90 ζ(2) x− 8 + 45 ζ(2)) x
/ [(x+ 1)4 (x− 1)2], (A.34)
g
(2,2l)
11 = 2 (9 x
4 − 112 x3 + 146 x2 − 196 x+ 9) x3H(0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−32 x3H(0, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
+8 (5 x4 − 14 x3 + 30 x2 − 14 x+ 5) x2H(0, 0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−16 (3 x2 − 8 x+ 3) x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−24 (3 x2 − 2 x+ 3) x2H(1, 0, 0; x) / [(x− 1)4 (x + 1)2]
−8 (7 x4 − 29 x3 + 62 x2 − 29 x+ 7) x2H(0,−1, 0, 0; x)
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/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+8 (5 x4 − 14 x3 + 42 x2 − 14 x+ 5) x2H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−48 (x2 − x+ 1) x2H(0,−1, 0; x) / [(x− 1)4 (x+ 1)2]
+24 (x2 − 5 x+ 1) (x2 + 1) ζ(2) x2H(0,−1; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+4 (x4 − 5 x3 + 38 x2 − 5 x+ 1) x2H(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−16 x2 H(0, 1, 0; x) / [(x+ 1)2 (x− 1)2]
−1/3 (39 x6 + 48 ζ(2) x5 + 184 x5 − 87 x4 − 252 ζ(2) x4
+ 48 ζ(2) x3 − 152 x3 + 81 x2 − 252 ζ(2) x2 + 48 ζ(2) x
− 32 x− 33) xH(0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+1/18 (324 ζ(2) x6 + 687 x6 + 1008 ζ(3) x5 − 3384 ζ(2) x5 + 26 x5
− 687 x4 − 4752 ζ(3) x4 + 3960 ζ(2) x4 − 7056 ζ(2) x3
+ 9216 ζ(3) x3 − 52 x3 − 4752 ζ(3) x2 + 1620 ζ(2) x2
− 687 x2 + 1008 ζ(3) x+ 26 x− 648 ζ(2) x+ 687) x
×H(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−2/3 (3 x2 − 88 x+ 3) xH(−1, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
−4 (x4 + 12 ζ(2) x3 − 32 ζ(2) x2 − 2 x2 + 12 ζ(2) x+ 1) x
×H(1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−2 (9 x4 − 92 x3 + 130 x2 − 92 x+ 9) xH(−1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)4 (x+ 1)2]
−18 ζ(2) (x2 + 1) (x2 − 4 x+ 1) xH(−1; x) / [(x− 1)4 (x + 1)2]
−1/45 (1210 x6 − 540 ζ(3) x6 + 1395 ζ(2) x6
− 1080 ζ(2) ln(2) x6 − 10500 ζ(2) x5 + 4320 ζ(2) ln(2) x5
+ 1188 ζ(2)2 x5 + 7380 ζ(3) x5 − 10980 ζ(3) x4
− 5400 ζ(2) ln(2) x4 + 7425 ζ(2) x4 − 4878 ζ(2)2 x4
− 3630 x4 + 3168 ζ(2)2 x3 + 3360 ζ(2) x3 + 10980 ζ(3) x2
− 7875 ζ(2) x2 + 5400 ζ(2) ln(2) x2 − 4878 ζ(2)2 x2
+ 3630 x2 + 1188 ζ(2)2 x− 4320 ζ(2) ln(2) x
+ 7140 ζ(2) x− 7380 ζ(3) x+ 540 ζ(3)− 945 ζ(2)
− 1210 + 1080 ζ(2) ln(2)) x / [(x+ 1)3 (x− 1)5],
(A.35)
g
(2,2l)
12 = 64 x
3H(0, 0, 1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
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−16 (x4 + 19 x3 − 28 x2 + 19 x+ 1) x2H(0, 0,−1, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−32 (x2 − 17 x+ 1) x2H(1, 0, 0, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−16 (x4 − 37 x3 + 54 x2 − 37 x+ 1) x2H(0,−1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−16 (x4 + 19 x3 − 16 x2 + 19 x+ 1) x2H(0, 1, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−48 (x2 − 5 x+ 1) (x2 + 1) ζ(2) x2H(0,−1; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−8 (x4 − 5 x3 + 38 x2 − 5 x+ 1) x2H(0, 0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+8 (3 x4 − 7 x3 + 64 x2 − 7 x+ 3) xH(1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)4 (x+ 1)2]
+(125 x6 − 230 x5 + 187 x4 + 96 ζ(2) x4 − 432 ζ(2) x3 + 204 x3
− 269 x2 + 96 ζ(2) x2 + 26 x− 43) xH(0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−1/2 (96 ζ(2) x6 + 61 x6 − 32 ζ(3) x5 − 22 x5 − 216 ζ(2) x5
− 61 x4 + 1056 ζ(3) x4 − 1032 ζ(2) x4 + 44 x3
− 1664 ζ(3) x3 + 448 ζ(2) x3 − 61 x2 + 1056 ζ(3) x2
− 480 ζ(2) x2 − 32 ζ(3) x+ 56 ζ(2) x− 22 x+ 61
− 24 ζ(2)) xH(0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)5]
−2 (25 x2 − 86 x+ 25) xH(−1, 0; x) / [(x− 1)3 (x + 1)]
+4 (14 x5 + 175 x4 − 56 x3 + 14 x2 + 6 x− 9) xH(0, 0, 0; x)
/ [(x+ 1)3 (x− 1)5]
+8 (3 x4 − 13 x3 + 64 x2 − 13 x+ 3) xH(0,−1, 0; x)
/ [(x− 1)4 (x+ 1)2]
−32 (−x4 + ζ(2) x3 − x3 − 17 ζ(2) x2 + ζ(2) x− x− 1) x
×H(1, 0; x) / [(x+ 1)3 (x− 1)3]
−4 (15 x4 − 16 x3 + 198 x2 − 16 x+ 15) xH(−1, 0, 0; x)
/ [(x− 1)4 (x+ 1)2]
+36 ζ(2) (x2 + 1) (x2 − 4 x+ 1) xH(−1; x) / [(x− 1)4 (x + 1)2]
−8 (3 x4 − 6 x3 + 14 x2 − 6 x+ 3) xH(0, 1, 0; x)
/ [(x− 1)4 (x + 1)2]
−1/5 (−85 x6 − 60 ζ(3) x6 − 235 ζ(2) x6 + 240 ζ(2) ln(2) x6
104 ANHANG A. Resultate
− 30 ζ(2) x5 − 960 ζ(2) ln(2) x5 + 8 ζ(2)2 x5 + 320 ζ(3) x5
− 3340 ζ(3) x4 + 1200 ζ(2) ln(2) x4 + 1595 ζ(2) x4
− 1160 ζ(2)2 x4 + 255 x4 + 3240 ζ(2)2 x3 + 540 ζ(2) x3
+ 3340 ζ(3) x2 − 1525 ζ(2) x2 − 1200 ζ(2) ln(2) x2
− 1160 ζ(2)2 x2 − 255 x2 + 8 ζ(2)2 x+ 960 ζ(2) ln(2) x
− 510 ζ(2) x− 320 ζ(3) x+ 60 ζ(3) + 165 ζ(2) + 85
− 240 ζ(2) ln(2)) x / [(x+ 1)3 (x− 1)5]. (A.36)
A.2 Analytische Fortsetzung der 2-Schleifen-
Formfaktoren
A.2.1 Analytische Fortsetzung von f
(1,2l)
j
Re f
(1,2l)
1 = 1/3 (y
2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]− 1/3, (A.37)
Re f
(1,2l)
2 = 0, (A.38)
Re f
(1,2l)
3 = −11/12 (y2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)] + 11/12, (A.39)
Re f
(1,2l)
4 = (y
2 + 1)2H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/2 (6 ζ(2) y4− y4 + 12 ζ(2) y2 + 2 y2 + 6 ζ(2)− 1)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.40)
Re f
(1,2l)
5 = −5/9 (y2 + 1)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)] + 5/9, (A.41)
Re f
(1,2l)
6 = 0, (A.42)
Re f
(1,2l)
7 = 2 y
2H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 1) y2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+(y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/36 (y2 + 1) (67 y2 + 162 ζ(2) y2− 67 + 18 ζ(2))H(0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1)2H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1)H(−1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)2H(0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−1/36 (162 ζ(2) y4 + 18 ζ(3) y4 + 49 y4 + 36 ζ(3) y2 − 98 y2
− 144 ζ(2) y2− 18 ζ(2) + 18 ζ(3) + 49)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.43)
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Re f
(1,2l)
8 = −12 ζ(2) (y2 + 1)2H(1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1) (y2 − y + 2)H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−1/2 (7 y4 + 20 ζ(2) y4− 2 y3 + 40 ζ(2) y2 + 2 y + 20 ζ(2)
− 7)H(0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y2 + 1)2H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+3 (y2 + 1)2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(−2 y4 + 5 ζ(2) y4 − 6 ζ(2) y3 + 18 ζ(2) y2 + 4 y2 − 6 ζ(2) y
− 2 + 13 ζ(2)) / [(y− 1)2 (y + 1)2], (A.44)
Re f
(1,2l)
9 = 16/3 ζ(2) (y
2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/9 (19 y2 − 6 y + 19)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/9 (19 y2 − 6 y + 19)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/54 (72 ζ(2) y2− 209 y2 + 6 y + 72 ζ(2)− 209)H(0; y)
/ [(y − 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(0, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/3 (y2 + 1)H(0, 0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8/3 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2/27 (53 y2 + 18 ζ(3) y2 + 132 ζ(2) y2− 36 ζ(2) y− 53
+ 96 ζ(2) + 18 ζ(3)) / [(y− 1) (y + 1)], (A.45)
Re f
(1,2l)
10 = 1/9 (19 y
4 + 2 y3 + 206 y2 + 2 y + 19)H(0, 0; y) / (y− 1)4
+1/54 (−265 y6 + 72 ζ(2) y6− 288 ζ(2) y5 + 406 y5 − 3511 y4
+ 72 ζ(2) y4 + 6740 y3 − 4896 ζ(2) y3− 3511 y2
+ 72 ζ(2) y2− 288 ζ(2) y+ 406 y − 265 + 72 ζ(2))
×H(0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)]
−2/3 (y2 − 6 y + 1) (y4 + 2 y3 + 12 y2 + 2 y + 1)H(0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)]
−1/27 (−383 y4 + 198 ζ(2) y4− 684 ζ(2) y3 + 944 y3
− 1122 y2 − 324 ζ(2) y2− 684 ζ(2) y + 944 y − 383
+ 198 ζ(2)) / (y− 1)4, (A.46)
Re f
(1,2l)
11 = −8 (y4 − 2 y3 + 8 y2 + 4 y + 1) yH(0,−1, 0; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
106 ANHANG A. Resultate
−(12 y6 − 37 y5 + 49 y4 − 42 y3 + 42 y2 − 11 y − 1) y
×H(0, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−1/3 (149 ζ(2) y6 + 6 ζ(3) y6 − 12 ζ(3) y5 + 80 ζ(2) y5
+ 18 ζ(3) y4 + 2345 ζ(2) y4 + 3924 ζ(2) y3− 24 ζ(3) y3
+ 18 ζ(3) y2 + 2119 ζ(2) y2 + 532 ζ(2) y− 12 ζ(3) y
− 77 ζ(2) + 6 ζ(3))H(1; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
+1/9 (54 ζ(2) y5 + 31 y5 − 28 y4 − 54 ζ(2) y4 + 180 ζ(2) y3
+ 105 y3 − 180 ζ(2) y2 + 105 y2
+ 126 ζ(2) y− 28 y − 126 ζ(2) + 31)H(1, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
+1/36 (−217 y7 + 1332 ζ(2) y7 + 81 y6 − 3960 ζ(2) y6
+ 6480 ζ(2) y5 + 1077 y5 − 972 ζ(2) y4 + 535 y4
+ 8604 ζ(2) y3− 239 y3 − 849 y2 − 360 ζ(2) y2
+ 144 ζ(2) y− 621 y − 36 ζ(2) + 233)H(0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)2]
−1/216 (1620 ζ(3) y7− 2545 y7 + 8568 ζ(2) y7 + 12528 ζ(2) y6
− 972 ζ(3) y6 + 9357 y6 + 140832 ζ(2) y5
+ 34452 ζ(3) y5− 8913 y5 + 104436 ζ(3) y4
+ 219096 ζ(2) y4 + 2101 y4 + 73944 ζ(2) y3
+ 105948 ζ(3) y3 + 2101 y3 + 33372 ζ(3) y2
− 8913 y2 − 9504 ζ(2) y2− 324 ζ(3) y + 9357 y
− 432 ζ(2) y+ 792 ζ(2)− 2545 + 1404 ζ(3))H(0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)2]
+2/3 (34 y5 − 105 y4 + 88 y3 − 52 y2 − 1)H(0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
+1/3 (53 y5 + 12 y4 + 851 y3 + 571 y2 + 222 y − 17)
×H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)4 (y + 1)]
−(11 ζ(2) y6 − 2 ζ(3) y6 − 64 ζ(2) y5 + 4 ζ(3) y5− 109 ζ(2) y4
− 6 ζ(3) y4 + 8 ζ(3) y3 + 36 ζ(2) y3− 83 ζ(2) y2− 6 ζ(3) y2
− 116 ζ(2) y + 4 ζ(3) y + 37 ζ(2)− 2 ζ(3))H(−1; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)2]
+(3 y7 + 2 ζ(2) y7 + 5 y6 + 34 ζ(2) y6 + 15 y5 + 266 ζ(2) y5
− 23 y4 + 1082 ζ(2) y4 + 942 ζ(2) y3− 23 y3 + 15 y2
+ 366 ζ(2) y2 + 5 y − 26 ζ(2) y + 22 ζ(2) + 3)H(−1, 0; y)
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/ [(y − 1)5 (y + 1)2]
−4 (y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−10 (y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−4 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+1/6 (89 y6 + 154 y5 + 1547 y4 + 1262 y3 + 29 y2 + 4 y + 11)
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)]
−2 (11 y7 − 36 y6 + 26 y5 − 37 y4 + 47 y3 − 34 y2 − 1)
×H(0, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−ζ(2) (7 y7 − 3 y6 + 173 y5 − 85 y4 + 97 y3 + 43 y2 + 75 y
− 19)H(0,−1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+ζ(2) (35 y7− 57 y6 + 511 y5 + 931 y4 + 1253 y3 + 281 y2
+ 81 y − 11)H(0, 1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+52/3 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 3) (y2 + 1)H(1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−6 (y2 + 1)H(1,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+2 (7 y7 − 21 y6 + 33 y5 + 13 y4 + 69 y3 − 7 y2 + 3 y − 1)
×H(0, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+6 (y2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−6 (y2 + 1)H(−1, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+6 (y2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y2 + 1)H(−1,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−2 (7 y7 − 12 y6 + 94 y5 + 177 y4 + 233 y3 + 54 y2 + 12 y
− 1)H(0, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (y7 + 7 y6 + 69 y5 + 267 y4 + 239 y3 + 89 y2 − 5 y + 5)
×H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+2 (y7 + 28 y5 − 13 y4 + 15 y3 + 8 y2 + 12 y − 3)
×H(0,−1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+2 (2 y5 − 13 y4 − 5 y3 + 11 y2 − 25 y + 6)H(−1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
−1/540 (−3240 ζ(2) ln(2) y7 − 4560 ζ(2) y7− 450 ζ(3) y7
+ 7975 y7 + 13257 ζ(2)2 y7 − 25650 ζ(3) y6
108 ANHANG A. Resultate
− 9720 ζ(2) ln(2) y6 − 25545 y6 − 37881 ζ(2)2 y6
+ 29700 ζ(2) y6− 142830 ζ(3) y5 + 9595 y5
+ 76383 ζ(2)2 y5 + 121680 ζ(2) y5
+ 16200 ζ(2) ln(2) y5 + 43620 ζ(2) y4
− 139950 ζ(3) y4 + 51813 ζ(2)2 y4
+ 22680 ζ(2) ln(2) y4 + 43115 y4 − 43115 y3
+ 156519 ζ(2)2 y3 − 63120 ζ(2) y3 + 134370 ζ(3) y3
− 22680 ζ(2) ln(2) y3 − 9595 y2 + 159570 ζ(3) y2
− 16200 ζ(2) ln(2) y2 + 1593 ζ(2)2 y2
− 83700 ζ(2) y2 + 9720 ζ(2) ln(2) y − 54000 ζ(2) y
+ 8910 ζ(3) y+ 25545 y + 6993 ζ(2)2 y
− 1701 ζ(2)2 + 10380 ζ(2) + 3240 ζ(2) ln(2)
+ 6030 ζ(3)− 7975) / [(y − 1)5 (y + 1)2], (A.47)
Re f
(1,2l)
12 = −4 (7 y6 + 10 y5 + 271 y4 + 360 y3 + 275 y2 + 2 y + 11) ζ(2)
×H(1; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
−1/2 (80 ζ(2) y5− 55 y5 − 80 ζ(2) y4− 103 y4 + 160 ζ(2) y3
− 610 y3 − 160 ζ(2) y2− 610 y2 + 80 ζ(2) y− 103 y
− 80 ζ(2)− 55)H(1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−1/4 (272 ζ(2) y7− 229 y7 + 169 y6 − 856 ζ(2) y6
+ 1056 ζ(2) y5− 1457 y5 − 1592 ζ(2) y4 + 549 y4
+ 721 y3 + 984 ζ(2) y3− 784 ζ(2) y2 + 251 y2
+ 248 ζ(2) y− 59 y − 96 ζ(2) + 55)H(0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)2]
+1/8 (64 ζ(3) y7 + 104 ζ(2) y7− 85 y7 + 237 y6 − 288 ζ(3) y6
+ 304 ζ(2) y6− 3808 ζ(2) y5− 201 y5 − 640 ζ(3) y5
− 968 ζ(2) y4 + 49 y4 − 1824 ζ(3) y4− 280 ζ(2) y3
+ 49 y3 − 1824 ζ(3) y3− 201 y2 + 1056 ζ(2) y2
− 640 ζ(3) y2− 288 ζ(3) y− 496 ζ(2) y + 237 y
+ 64 ζ(3)− 85 + 248 ζ(2))H(0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (8 y5 + 5 y4 + 181 y3 + 173 y2 + 11 y + 6)H(0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
+2 (3 y6 − 5 y5 + 153 y4 + 202 y3 + 155 y2 − 9 y + 5)
×H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
+2 (24 ζ(2) y6− 2 ζ(3) y6 + 3 ζ(2) y5 + 4 ζ(3) y5 − 6 ζ(3) y4
A.2: Analytische Fortsetzung der 2-Schleifen-Formfaktoren 109
+ 516 ζ(2) y4 + 1074 ζ(2) y3 + 8 ζ(3) y3− 6 ζ(3) y2
+ 516 ζ(2) y2 + 3 ζ(2) y + 4 ζ(3) y + 24 ζ(2)− 2 ζ(3))
×H(−1; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
+4 (−4 y7 + 5 ζ(2) y7 − 11 ζ(2) y6 + 6 y6 − 18 y5 + 73 ζ(2) y5
+ 57 ζ(2) y4 + 16 y4 + 127 ζ(2) y3 + 16 y3 + 23 ζ(2) y2
− 18 y2 + 19 ζ(2) y + 6 y − 4− 5 ζ(2))H(−1, 0; y)
[(y − 1)5 (y + 1)2]
+2 (5 y6 − 4 y5 + 59 y4 + 72 y3 + 59 y2 − 4 y + 5)
×H(0,−1, 0; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+(27 y7 − 83 y6 + 117 y5 − 117 y4 + 121 y3 − 53 y2 + 19 y − 7)
×H(0, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (5 y7 + 7 y6 − 94 y5 − 45 y4 + 7 y3 + 5 y2 − 10 y + 5)
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+2 (11 y7 − 27 y6 + 99 y5 + 281 y4 + 351 y3 + 49 y2 + 3 y + 1)
×H(0, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−8 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−12 (y6 − y5 + 30 y4 + 120 y3 + 30 y2 − y + 1) ζ(2)
×H(0,−1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)]
−8 ζ(2) (4 y7 − 18 y6 − 31 y5 − 205 y4 − 149 y3 − 71 y2 + 6 y
− 4)H(0, 1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−48 ζ(2) (y2 + 1)2H(1, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−4 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+12 (y2 + 1)2H(1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−4 (3 y7 − 9 y6 + 15 y5 + 35 y4 + 49 y3 + 5 y2 − 3 y + 1)
×H(0, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+16 (y2 + 1)2H(1, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (7 y7 − 27 y6 − 27 y5 − 225 y4 − 155 y3 − 77 y2 + 3 y − 3)
×H(0, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−8 (y7 − 2 y6 + 17 y5 + 16 y4 + 30 y3 + 7 y2 + 4 y − 1)
×H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+4 (y6 − y5 + 30 y4 + 120 y3 + 30 y2 − y + 1)
110 ANHANG A. Resultate
×H(0,−1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)]
−2 (8 y4 − 15 y3 + 194 y2 − 15 y + 8)H(−1, 0, 0; y) / (y− 1)4
+1/10 (−120 ζ(2) ln(2) y7 − 1580 ζ(2) y7− 70 ζ(3) y7
+ 115 y7 + 196 ζ(2)2 y7 + 470 ζ(3) y6
− 360 ζ(2) ln(2) y6 − 345 y6 − 674 ζ(2)2 y6
+ 820 ζ(2) y6 + 1230 ζ(3) y5 + 115 y5 + 500 ζ(2)2 y5
− 13760 ζ(2) y5 + 600 ζ(2) ln(2) y5 + 2680 ζ(2) y4
+ 1170 ζ(3) y4− 1046 ζ(2)2 y4 + 840 ζ(2) ln(2) y4
+ 575 y4 − 575 y3 + 1278 ζ(2)2 y3 + 8100 ζ(2) y3
− 1210 ζ(3) y3− 840 ζ(2) ln(2) y3 − 115 y2
− 1110 ζ(3) y2− 600 ζ(2) ln(2) y2 − 1160 ζ(2)2 y2
+ 3860 ζ(2) y2 + 360 ζ(2) ln(2) y − 440 ζ(2) y
− 590 ζ(3) y + 345 y + 322 ζ(2)2 y − 136 ζ(2)2
+ 320 ζ(2) + 120 ζ(2) ln(2) + 110 ζ(3)− 115)
/ [(y − 1)5 (y + 1)2]. (A.48)
Im f
(1,2l)
1 = 1/3 (y
2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.49)
Im f
(1,2l)
2 = 0, (A.50)
Im f
(1,2l)
3 = −11/12 (y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.51)
Im f
(1,2l)
4 = (y
2 + 1)2H(0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.52)
Im f
(1,2l)
5 = −5/9 (y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.53)
Im f
(1,2l)
6 = 0, (A.54)
Im f
(1,2l)
7 = 2 y
2H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2 (y2 + 1) y2H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+(y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−(y2 + 1)H(−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)2H(0,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1)2H(0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+1/36 (y2 + 1) (18 ζ(2) y2 + 67 y2 + 18 ζ(2)− 67)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.55)
Im f
(1,2l)
8 = 2 (y
2 − y + 2) (y2 + 1)H(0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
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+4 (y2 + 1)2H(1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+3 (y2 + 1)2H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y2 + 1)2H(0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−1/2 (7 y4 + 8 ζ(2) y4− 2 y3 + 16 ζ(2) y2 + 2 y + 8 ζ(2)− 7)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.56)
Im f
(1,2l)
9 = −1/9 (19 y2 − 6 y + 19)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/9 (19 y2 − 6 y + 19)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/3 (y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(0, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−8/3 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/54 (209 y2− 6 y + 209) / [(y− 1) (y + 1)], (A.57)
Im f
(1,2l)
10 = 1/9 (19 y
4 + 2 y3 + 206 y2 + 2 y + 19)H(0; y) / (y− 1)4
−2/3 (y2 − 6 y + 1) (y4 + 2 y3 + 12 y2 + 2 y + 1)H(0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)]
−1/54 (265 y4 + 124 y3 + 3494 y2 + 124 y + 265)
/ [(y − 1)3 (y + 1)], (A.58)
Im f
(1,2l)
11 = −(12 y6 − 37 y5 + 49 y4 − 42 y3 + 42 y2 − 11 y − 1) y
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−8 (y4 − 2 y3 + 8 y2 + 4 y + 1) yH(0,−1; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
+1/36 (468 ζ(2) y7− 217 y7 − 1296 ζ(2) y6 + 81 y6 + 1077 y5
+ 2952 ζ(2) y5 + 2052 ζ(2) y4 + 535 y4 + 5580 ζ(2) y3
− 239 y3 + 432 ζ(2) y2− 849 y2 + 216 ζ(2) y− 621 y
− 36 ζ(2) + 233)H(0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+1/9 (31 y5 + 18 ζ(2) y5− 18 ζ(2) y4− 28 y4 + 36 ζ(2) y3
+ 105 y3 − 36 ζ(2) y2 + 105 y2 + 18 ζ(2) y− 28 y + 31
− 18 ζ(2))H(1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−2 (7 y7 − 12 y6 + 94 y5 + 177 y4 + 233 y3 + 54 y2 + 12 y
− 1)H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (y2 + 3) (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+1/3 (53 y5 + 12 y4 + 851 y3 + 571 y2 + 222 y − 17)
×H(1, 0; y) / [(y− 1)4 (y + 1)]
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−2 (y7 + 7 y6 + 69 y5 + 267 y4 + 239 y3 + 89 y2 − 5 y + 5)
×H(−1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−(2 ζ(2) y5 − 3 y5 − 2 ζ(2) y4 − 11 y4 + 4 ζ(2) y3 − 34 y3
− 4 ζ(2) y2 − 34 y2 − 11 y + 2 ζ(2) y− 2 ζ(2)− 3)
×H(−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−10 (y2 + 1)2H(0, 1, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (11 y7 − 36 y6 + 26 y5 − 37 y4 + 47 y3 − 34 y2 − 1)
×H(0, 0, 1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y2 + 1)H(−1,−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/6 (89 y6 + 154 y5 + 1547 y4 + 1262 y3 + 29 y2 + 4 y + 11)
×H(0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)]
+2 (2 y5 − 13 y4 − 5 y3 + 11 y2 − 25 y + 6)H(−1, 0; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
−6 (y2 + 1)H(−1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4 (y2 + 1)2H(1, 0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+6 (y2 + 1)2H(0,−1, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−6 (y2 + 1)H(1,−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+6 (y2 + 1)2H(0, 1,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)2H(0,−1,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (7 y7 − 21 y6 + 33 y5 + 13 y4 + 69 y3 − 7 y2 + 3 y − 1)
×H(0, 0,−1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+2/3 (34 y5 − 105 y4 + 88 y3 − 52 y2 − 1)H(0, 1; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
+52/3 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y7 + 28 y5 − 13 y4 + 15 y3 + 8 y2 + 12 y − 3)
×H(0,−1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−1/216 (−2545 y7 + 1620 ζ(3) y7 + 2160 ζ(2) y7
− 972 ζ(3) y6 + 9357 y6 − 4968 ζ(2) y6
+ 34452 ζ(3) y5 + 18360 ζ(2) y5− 8913 y5
+ 104436 ζ(3) y4 + 16848 ζ(2) y4 + 2101 y4
− 19008 ζ(2) y3 + 2101 y3 + 105948 ζ(3) y3
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+ 33372 ζ(3) y2− 11880 ζ(2) y2− 8913 y2
− 1512 ζ(2) y− 324 ζ(3) y + 9357 y − 2545
+ 1404 ζ(3)) / [(y− 1)5 (y + 1)2], (A.59)
Im f
(1,2l)
12 = −1/4 (−229 y7 + 56 ζ(2) y7 + 169 y6 − 192 ζ(2) y6
+ 120 ζ(2) y5− 1457 y5 + 549 y4 − 656 ζ(2) y4
+ 721 y3 + 16 ζ(2) y3 + 251 y2 − 360 ζ(2) y2− 59 y
+ 96 ζ(2) y + 55− 40 ζ(2))H(0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)2]
−1/2 (−55 y5 + 32 ζ(2) y5 − 32 ζ(2) y4− 103 y4 − 610 y3
+ 64 ζ(2) y3− 64 ζ(2) y2− 610 y2 − 103 y + 32 ζ(2) y
− 55− 32 ζ(2))H(1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
+2 (7 y7 − 27 y6 − 27 y5 − 225 y4 − 155 y3 − 77 y2 + 3 y − 3)
×H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+12 (y2 + 1)2H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (3 y6 − 5 y5 + 153 y4 + 202 y3 + 155 y2 − 9 y + 5)
×H(1, 0; y) / [(y− 1)4 (y + 1)2]
−8 (y7 − 2 y6 + 17 y5 + 16 y4 + 30 y3 + 7 y2 + 4 y − 1)
×H(−1, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+4 (−4 y5 + ζ(2) y5 − ζ(2) y4 − 2 y4 + 2 ζ(2) y3− 18 y3
− 2 ζ(2) y2 − 18 y2 + ζ(2) y − 2 y − ζ(2)− 4)H(−1; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(0, 1, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (11 y7 − 27 y6 + 99 y5 + 281 y4 + 351 y3 + 49 y2 + 3 y + 1)
×H(0, 0, 1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−8 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (5 y7 + 7 y6 − 94 y5 − 45 y4 + 7 y3 + 5 y2 − 10 y + 5)
×H(0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (8 y4 − 15 y3 + 194 y2 − 15 y + 8)H(−1, 0; y) / (y− 1)4
+(27 y7 − 83 y6 + 117 y5 − 117 y4 + 121 y3 − 53 y2 + 19 y
− 7)H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
+16 (y2 + 1)2H(1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(1, 0, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (5 y6 − 4 y5 + 59 y4 + 72 y3 + 59 y2 − 4 y + 5)H(0,−1; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)2]
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−4 (3 y7 − 9 y6 + 15 y5 + 35 y4 + 49 y3 + 5 y2 − 3 y + 1)
×H(0, 0,−1; y) / [(y− 1)5 (y + 1)2]
−2 (8 y5 + 5 y4 + 181 y3 + 173 y2 + 11 y + 6)H(0, 1; y)
/ [(y − 1)4 (y + 1)]
−4 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y6 − y5 + 30 y4 + 120 y3 + 30 y2 − y + 1)H(0,−1, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)]
+1/8 (−56 ζ(2) y7 + 64 ζ(3) y7− 85 y7 + 237 y6 + 80 ζ(2) y6
− 288 ζ(3) y6− 640 ζ(3) y5− 800 ζ(2) y5− 201 y5
+ 472 ζ(2) y4 + 49 y4 − 1824 ζ(3) y4 + 49 y3
− 1824 ζ(3) y3− 504 ζ(2) y3 + 896 ζ(2) y2− 201 y2
− 640 ζ(3) y2 + 237 y − 176 ζ(2) y− 288 ζ(3) y
+ 88 ζ(2)− 85 + 64 ζ(3)) / [(y− 1)5 (y + 1)2]. (A.60)
A.2.2 Analytische Fortsetzung von f
(2,2l)
j
Re f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.61)
Re f
(2,2l)
8 = −4 (y2 + 1) yH(0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+12 ζ(2) (y2 + 1) y / [(y + 1)2 (y − 1)2], (A.62)
Re f
(2,2l)
9 = 4/3 yH(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+50/9 yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8/3 yH(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−16/3 ζ(2) y / [(y − 1) (y + 1)], (A.63)
Re f
(2,2l)
10 = −48 y3H(0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−4/3 (y2 + 20 y + 1) yH(0, 0; y) / (y− 1)4
+2/9 (25 y4 + 272 y3 + 432 ζ(2) y2− 594 y2 + 272 y + 25) y
×H(0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+4/3 (−17 y2 + 6 ζ(2) y2− 48 ζ(2) y + 34 y − 17 + 6 ζ(2)) y
/ (y − 1)4, (A.64)
Re f
(2,2l)
11 = −96 y3H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+24 ζ(2) (7 y2− 8 y + 7) y2H(0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
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−48 ζ(2) (8 y4 + 31 y3 + 48 y2 + 31 y + 8) y2H(0, 1; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+8 (17 y4 + 71 y3 + 106 y2 + 71 y + 17) y2H(0, 1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−4 (y2 − 4 y + 1) (y2 + y + 1) y2H(0, 0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−8 (7 y2 − 8 y + 7) y2H(0,−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−8 (7 y4 + 2 y3 − 6 y2 + 2 y + 7) y2H(0, 0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+48 (3 y2 + 8 y + 3) y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−2 (19 y5 + 176 y4 + 382 y3 + 356 y2 + 91 y + 8) y2
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)3]
+48 y2H(0,−1, 0; y) / (y− 1)4
−12 (y4 + 24 ζ(2) y3 − 2 y2 + 64 ζ(2) y2 + 24 ζ(2) y + 1) y
×H(−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−1/3 (−25 y6 + 60 ζ(2) y5 + 8 y5 + 265 y4 + 480 ζ(2) y4
+ 792 ζ(2) y3 + 56 y3 − 239 y2 + 480 ζ(2) y2− 64 y
+ 60 ζ(2) y− 1) yH(0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)3]
+1/18 (−173 y6 + 1368 ζ(2) y6 + 2448 ζ(3) y5 + 670 y5
+ 14040 ζ(2) y5 + 29952 ζ(2) y4 + 11664 ζ(3) y4
+ 173 y4 + 25632 ζ(2) y3− 1340 y3 + 18432 ζ(3) y3
+ 173 y2 + 11664 ζ(3) y2 + 4104 ζ(2) y2 + 670 y
+ 2448 ζ(3) y− 792 ζ(2) y− 173) yH(0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−2/3 (5 y2 + 8 y + 5) yH(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−2 (15 y4 + 140 y3 + 254 y2 + 140 y + 15) yH(1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+8 (y4 + 2 y3 + 2 y + 1) yH(0, 1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)4]
+12 (5 y4 + 64 y3 + 114 y2 + 64 y + 5) ζ(2) yH(1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+8 (2 y2 − y + 2) yH(−1, 0, 0; y) / (y− 1)4
−24 ζ(2) (2 y2− y + 2) yH(−1; y) / (y− 1)4
+1/15 (340 ζ(2) y6− 45 y6 − 360 ζ(2) ln(2) y6 − 300 ζ(3) y6
+ 522 ζ(2)2 y5 − 4860 ζ(3) y5 + 3220 ζ(2) y5
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− 8820 ζ(3) y4 + 3420 ζ(2)2 y4 + 135 y4
+ 6920 ζ(2) y4 + 1080 ζ(2) ln(2) y4 + 40 ζ(2) y3
+ 6948 ζ(2)2 y3 − 6940 ζ(2) y2 + 8820 ζ(3) y2
+ 3420 ζ(2)2 y2 − 1080 ζ(2) ln(2) y2 − 135 y2
− 3260 ζ(2) y + 522 ζ(2)2 y + 4860 ζ(3) y− 320 ζ(2)
+ 45 + 300 ζ(3) + 360 ζ(2) ln(2)) y
/ [(y − 1)5 (y + 1)3], (A.65)
Re f
(2,2l)
12 = 192 y
3H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+240 ζ(2) (y2 + 7 y + 1) y2H(0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−192 ζ(2) (2 y4 + 10 y3 + 15 y2 + 10 y + 2) y2H(0, 1; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+16 (7 y4 + 31 y3 + 50 y2 + 31 y + 7) y2H(0, 1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+8 (y2 − 4 y + 1) (y2 + y + 1) y2H(0, 0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−80 (y2 + 7 y + 1) y2H(0,−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−16 (5 y4 + 49 y3 + 84 y2 + 49 y + 5) y2H(0, 0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+96 (y2 + y + 1) y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−32 (y2 + y + 1) (−y2 + 6 ζ(2) y + 2 y − 1) yH(−1, 0; y)
/ [(y + 1) (y − 1)5]
−(127 y6 + 56 ζ(2) y5 + 314 y5 + 88 ζ(2) y4 + 129 y4
+ 96 ζ(2) y3 − 260 y3 − 239 y2 + 88 ζ(2) y2 + 56 ζ(2) y
− 54 y − 17) yH(0, 0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)3]
−1/2 (−31 y5 + 80 ζ(2) y5− 224 ζ(3) y4− 760 ζ(2) y4 + 93 y4
− 536 ζ(2) y3− 448 ζ(3) y3− 62 y3 + 152 ζ(2) y2
− 448 ζ(3) y2− 62 y2 + 93 y + 8 ζ(2) y− 224 ζ(3) y
+ 96 ζ(2)− 31) yH(0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)5]
−6 (13 y2 + 38 y + 13) yH(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
+4 (8 y5 − 46 y4 − 23 y3 − y2 − y + 3) yH(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)5]
−4 (y4 + 64 y3 + 122 y2 + 64 y + 1) yH(1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+8 (y4 + 49 y3 + 92 y2 + 49 y + 1) yH(0, 1, 0; y)
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/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
−8 (y2 + 4 y + 1) (y2 + 6 y + 1) yH(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+24 (3 y4 + 38 y3 + 74 y2 + 38 y + 3) ζ(2) yH(1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
−8 (y4 − 47 y3 − 88 y2 − 47 y + 1) yH(−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+24 (y4 − 47 y3 − 88 y2 − 47 y + 1) ζ(2) yH(−1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+4/5 (60 ζ(2) ln(2) y6 + 475 ζ(2) y6− 5 ζ(3) y6 + 69 ζ(2)2 y5
+ 1580 ζ(2) y5− 260 ζ(3) y5 − 305 ζ(3) y4
+ 93 ζ(2)2 y4 − 180 ζ(2) ln(2) y4 + 1105 ζ(2) y4
− 1180 ζ(2) y3− 144 ζ(2)2 y3 + 305 ζ(3) y2
− 1535 ζ(2) y2 + 93 ζ(2)2 y2 + 180 ζ(2) ln(2) y2
− 400 ζ(2) y+ 260 ζ(3) y + 69 ζ(2)2 y − 60 ζ(2) ln(2)
+ 5 ζ(3)− 45 ζ(2)) y / [(y − 1)5 (y + 1)3]. (A.66)
Im f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.67)
Im f
(2,2l)
8 = −4 (y2 + 1) yH(0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 y / [(y − 1) (y + 1)], (A.68)
Im f
(2,2l)
9 = 4/3 yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+8/3 yH(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+50/9 y / [(y − 1) (y + 1)], (A.69)
Im f
(2,2l)
10 = −48 y3H(0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−4/3 (y2 + 20 y + 1) yH(0; y) / (y− 1)4
+2/9 (25 y2 + 322 y + 25) y / [(y + 1) (y − 1)3], (A.70)
Im f
(2,2l)
11 = −96 y3H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−2 (19 y5 + 176 y4 + 382 y3 + 356 y2 + 91 y + 8) y2H(0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−4 (y2 + y + 1) (y2 − 4 y + 1) y2H(0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+48 y2H(0,−1; y) / (y− 1)4
−8 (7 y2 − 8 y + 7) y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+8 (17 y4 + 71 y3 + 106 y2 + 71 y + 17) y2H(0, 1, 0; y)
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/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−8 (7 y4 + 2 y3 − 6 y2 + 2 y + 7) y2H(0, 0, 1; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+48 (3 y2 + 8 y + 3) y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
−1/3 (−25 y6 + 8 y5 + 84 ζ(2) y5 + 408 ζ(2) y4 + 265 y4
+ 744 ζ(2) y3 + 56 y3 − 239 y2 + 408 ζ(2) y2
+ 84 ζ(2) y− 64 y − 1) yH(0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)3]
−2 (15 y4 + 140 y3 + 254 y2 + 140 y + 15) yH(1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+8 (2 y2 − y + 2) yH(−1, 0; y) / (y− 1)4
+8 (y4 + 2 y3 + 2 y + 1) yH(0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)4]
−12 (y + 1) yH(−1; y) / (y− 1)3
−2/3 (5 y2 + 8 y + 5) yH(1; y) / [(y + 1) (y − 1)3]
+1/18 (−173 y5 + 1368 ζ(2) y4 + 2448 ζ(3) y4 + 843 y4
+ 1080 ζ(2) y3− 670 y3 + 9216 ζ(3) y3
+ 9216 ζ(3) y2− 670 y2 − 1080 ζ(2) y2 + 843 y
− 1368 ζ(2) y + 2448 ζ(3) y− 173) y
/ [(y + 1)2 (y − 1)5], (A.71)
Im f
(2,2l)
12 = 192 y
3H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+8 (y2 + y + 1) (y2 − 4 y + 1) y2H(0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−80 (y2 + 7 y + 1) y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+16 (7 y4 + 31 y3 + 50 y2 + 31 y + 7) y2H(0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
−16 (5 y4 + 49 y3 + 84 y2 + 49 y + 5) y2H(0, 0, 1; y)
/ [(y − 1)5 (y + 1)3]
+96 (y2 + y + 1) y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)5]
+4 (8 y5 − 46 y4 − 23 y3 − y2 − y + 3) yH(0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)5]
−(127 y6 + 40 ζ(2) y5 + 314 y5 + 129 y4 + 136 ζ(2) y4
+ 128 ζ(2) y3− 260 y3 + 136 ζ(2) y2− 239 y2 + 40 ζ(2) y
− 54 y − 17) yH(0; y) / [(y− 1)5 (y + 1)3]
−4 (y4 + 64 y3 + 122 y2 + 64 y + 1) yH(1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
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−8 (y4 − 47 y3 − 88 y2 − 47 y + 1) yH(−1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
−8 (y2 + 4 y + 1) (y2 + 6 y + 1) yH(0,−1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+8 (y4 + 49 y3 + 92 y2 + 49 y + 1) yH(0, 1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+32 (y2 + y + 1) y H(−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)3]
−6 (13 y2 + 38 y + 13) yH(1; y) / [(y + 1) (y − 1)3]
+1/2 (31 y5 + 48 ζ(2) y5 + 24 ζ(2) y4 − 93 y4 + 224 ζ(3) y4
+ 62 y3 + 168 ζ(2) y3 + 448 ζ(3) y3 + 448 ζ(3) y2
+ 62 y2 − 168 ζ(2) y2 + 224 ζ(3) y− 24 ζ(2) y− 93 y
+ 31− 48 ζ(2)) y / [(y + 1)2 (y − 1)5]. (A.72)
A.2.3 Analytische Fortsetzung von g
(1,2l)
j
Re g
(1,2l)
1 = 1/3 (y
2 + 1)H(0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]− 1/3, (A.73)
Re g
(1,2l)
2 = 0, (A.74)
Re g
(1,2l)
3 = −11/12 (y2 + 1)H(0; y) / [(y+ 1) (y − 1)] + 11/12, (A.75)
Re g
(1,2l)
4 = −(y2 + 1)H(0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+(y2 + 1)2H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−1/2 (−y4 + 6 ζ(2) y4 + 2 y2 + 12 ζ(2) y2− 1 + 6 ζ(2))
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.76)
Re g
(1,2l)
5 = −5/9 (y2 + 1)H(0; y) / [(y+ 1) (y − 1)] + 5/9, (A.77)
Re g
(1,2l)
6 = 0, (A.78)
Re g
(1,2l)
7 = 2 y
2H(0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−2 (y2 + 1) y2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+1/36 (y2 + 1) (67 y2 + 162 ζ(2) y2− 67 + 18 ζ(2))H(0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+(y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−(y2 + 1)2H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+(y2 + 1)2H(0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(y2 + 1)H(−1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−1/36 (49 y4 + 162 ζ(2) y4 + 18 ζ(3) y4− 144 ζ(2) y2− 98 y2
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+ 36 ζ(3) y2 + 49 + 18 ζ(3)− 18 ζ(2))
/ [(y − 1)2 (y + 1)2], (A.79)
Re g
(1,2l)
8 = −1/2 (20 ζ(2) y4 + 7 y4 + 2 y3 + 40 ζ(2) y2− 2 y − 7
+ 20 ζ(2))H(0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+2 (y2 + 1) (y2 + y + 2)H(0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−12 ζ(2) (y2 + 1)2H(1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+3 (y2 + 1)2H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (y2 + 1)2H(0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(5 ζ(2) y4 − 2 y4 + 6 ζ(2) y3 + 4 y2 + 18 ζ(2) y2 + 6 ζ(2) y
− 2 + 13 ζ(2)) / [(y− 1)2 (y + 1)2], (A.80)
Re g
(1,2l)
9 = 1/54 (−209 y2 + 72 ζ(2) y2− 78 y − 209 + 72 ζ(2))H(0; y)
/ [(y + 1) (y − 1)]
−2/9 (19 y2 + 6 y + 19)H(1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−1/9 (19 y2 + 6 y + 19)H(0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+16/3 (y2 + 1) ζ(2)H(1; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−2/3 (y2 + 1)H(0, 0, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(0, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−8/3 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+2/27 (132 ζ(2) y2 + 53 y2 + 18 ζ(3) y2 + 36 ζ(2) y + 18 ζ(3)
+ 96 ζ(2)− 53) / [(y + 1) (y − 1)], (A.81)
Re g
(1,2l)
10 = 1/54 (72 ζ(2) y
4− 265 y4 − 208 y3 − 144 ζ(2) y3− 288 ζ(2) y2
− 14 y2 − 208 y − 144 ζ(2) y + 72 ζ(2)− 265)H(0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)]
+1/9 (19 y4 + 14 y3 + 14 y2 + 14 y + 19)H(0, 0; y) / (y− 1)4
−2/3 (y4 − 2 y3 − 4 y2 − 2 y + 1)H(0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)]
−1/27 (−383 y2 + 198 ζ(2) y2− 504 ζ(2) y + 646 y − 383 +
198 ζ(2)) / (y− 1)2, (A.82)
Re g
(1,2l)
11 = −8 (y2 + 1) yH(0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)]
−(12 y5 + y4 + 10 y3 + 28 y2 − 2 y + 1) yH(0, 0, 0, 0; y)
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/ [(y − 1)3 (y + 1)3]
−2 (7 y6 + 7 y5 + 33 y4 + 56 y3 + 25 y2 + 7 y − 1)
×H(0, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−1/216 (−2545 y6 + 8568 ζ(2) y6 + 1620 ζ(3) y6− 570 y5
+ 3024 ζ(3) y5 + 30888 ζ(2) y5 + 35496 ζ(2) y4
+ 13716 ζ(3) y4 + 2545 y4 + 25488 ζ(2) y3
+ 25920 ζ(3) y3 + 1140 y3 + 13500 ζ(3) y2
+ 936 ζ(2) y2 + 2545 y2 − 570 y + 3024 ζ(3) y
− 216 ζ(2) y− 2545 + 792 ζ(2) + 1404 ζ(3))
×H(0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+1/9 (31 y4 + 54 ζ(2) y4 + 105 y3 + 180 ζ(2) y2− 105 y − 31
+ 126 ζ(2))H(1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 3) (y2 + 1)H(1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+1/36 (−217 y6 + 1332 ζ(2) y6 + 282 y5 + 252 ζ(2) y5
+ 451 y4 + 1692 ζ(2) y4 + 3528 ζ(2) y3− 348 y3
+ 324 ζ(2) y2− 467 y2 + 66 y + 252 ζ(2) y− 36 ζ(2)
+ 233)H(0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−1/3 (149 ζ(2) y4 + 6 ζ(3) y4 + 342 ζ(2) y3 + 12 ζ(3) y2
+ 576 ζ(2) y2 + 342 ζ(2) y− 77 ζ(2) + 6 ζ(3))H(1; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+1/3 (53 y4 + 141 y3 + 228 y2 + 141 y − 17)H(1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+1/6 (89 y6 + 402 y5 + 499 y4 + 354 y3 + 37 y2 + 24 y + 11)
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+2/3 (34 y4− 3 y3 − 33 y2 − 3 y − 1)H(0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+52/3 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
+(−11 ζ(2) y4 + 2 ζ(3) y4 + 30 ζ(2) y3 + 4 ζ(3) y2
+ 84 ζ(2) y2 + 30 ζ(2) y + 2 ζ(3)− 37 ζ(2))H(−1; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−10 (y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−4 (y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−(7 y6 + 30 y5 + 127 y4 + 204 y3 + 101 y2 + 30 y − 19) ζ(2)
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×H(0,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−4 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+(2 ζ(2) y5 + 3 y5 + 22 ζ(2) y4− y4 + 68 ζ(2) y3− 2 y3
+ 108 ζ(2) y2− 2 y2 − y + 2 ζ(2) y + 3 + 22 ζ(2))
×H(−1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
+6 (y2 + 1)2H(0, 1,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+6 (y2 + 1)2H(0,−1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−2 (y2 + 1)2H(0,−1,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−6 (y2 + 1)H(1,−1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (7 y5 − 7 y4 + 12 y3 − 4 y2 + y − 1)H(0, 0,−1, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
−6 (y2 + 1)H(−1, 1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+2 (y2 + 1)H(−1,−1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(35 y6 + 48 y5 + 227 y4 + 360 y3 + 181 y2 + 48 y − 11) ζ(2)
×H(0, 1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+2 (y6 + 5 y5 + 21 y4 + 34 y3 + 17 y2 + 5 y − 3)
×H(0,−1, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+2 (2 y4 − 5 y3 − 14 y2 − 5 y + 6)H(−1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
−2 (11 y6 − 5 y5 − 15 y4 − 26 y3 − 27 y2 − 5 y − 1)
×H(0, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−2 (y5 + 5 y4 + 18 y3 + 26 y2 + y + 5)H(−1, 0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
+1/540 (450 ζ(3) y6− 7975 y6 + 4560 ζ(2) y6− 13257 ζ(2)2 y6
+ 3240 ζ(2) ln(2) y6 + 22680 ζ(3) y5− 3726 ζ(2)2 y5
− 46620 ζ(2) y5 + 19440 ζ(2) ln(2) y5
− 62700 ζ(2) y4 + 23925 y4 + 29160 ζ(2) ln(2) y4
+ 36270 ζ(3) y4− 23193 ζ(2)2 y4 − 31644 ζ(2)2 y3
+ 24120 ζ(2) y3− 8235 ζ(2)2 y2 − 30690 ζ(3) y2
− 23925 y2 + 68520 ζ(2) y2− 29160 ζ(2) ln(2) y2
− 22680 ζ(3) y− 3726 ζ(2)2 y − 19440 ζ(2) ln(2) y
+ 22500 ζ(2) y− 6030 ζ(3)− 3240 ζ(2) ln(2)
+ 7975 + 1701 ζ(2)2 − 10380 ζ(2))
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/ [(y − 1)3 (y + 1)3], (A.83)
Re g
(1,2l)
12 = 2 (7 y
6 − 10 y5 − 65 y4 − 104 y3 − 75 y2 − 10 y − 3)
×H(0, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+1/8 (104 ζ(2) y6 + 64 ζ(3) y6 − 85 y6 − 6 y5 + 184 ζ(2) y5
− 160 ζ(3) y5− 2312 ζ(2) y4− 1056 ζ(3) y4 + 85 y4
+ 12 y3 − 1888 ζ(2) y3− 1536 ζ(3) y3− 1056 ζ(3) y2
+ 85 y2 − 152 ζ(2) y2 + 360 ζ(2) y− 6 y − 160 ζ(3) y
− 85 + 64 ζ(3) + 248 ζ(2))H(0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)3]
−1/2 (80 ζ(2) y4− 55 y4 − 82 y3 + 160 ζ(2) y2 + 82 y
+ 80 ζ(2) + 55)H(1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+12 (y2 + 1)2H(1, 0, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−1/4 (−229 y6 + 272 ζ(2) y6 + 8 ζ(2) y5 − 266 y5 − 15 y4
+ 200 ζ(2) y4 + 352 ζ(2) y3 + 196 y3 − 168 ζ(2) y2
+ 189 y2 + 8 ζ(2) y + 70 y + 55− 96 ζ(2))H(0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)3]
−4 ζ(2) (7 y4 + 36 y3 + 132 y2 + 36 y + 11)H(1; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+2 (3 y4 + 15 y3 + 76 y2 + 15 y + 5)H(1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
−2 (5 y6 + 10 y5 − 60 y4 − 59 y3 − 16 y2 + 7 y + 5)
×H(0, 0, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−2 (8 y4 + 27 y3 + 60 y2 + 27 y + 6)H(0, 1, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
−4 (y2 + 1)H(1, 1, 0; y) / [(y+ 1) (y − 1)]
−2 (−24 ζ(2) y4 + 2 ζ(3) y4 − 57 ζ(2) y3− 138 ζ(2) y2
+ 4 ζ(3) y2 − 57 ζ(2) y− 24 ζ(2) + 2 ζ(3))H(−1; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
−8 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(0, 1, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(1, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+16 (y2 + 1)2H(1, 1, 0, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−48 ζ(2) (y2 + 1)2H(1, 1; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
−12 (y6 + y5 + 14 y4 + 20 y3 + 14 y2 + y + 1) ζ(2)
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×H(0,−1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+8 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1, 0; y) / [(y− 1)2 (y + 1)2]
+2 (5 y4 + 10 y3 + 18 y2 + 10 y + 5)H(0,−1, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+4 (5 ζ(2) y5− 4 y5 + 2 y4 + 7 ζ(2) y4 + 74 ζ(2) y3 + 2 y3
+ 54 ζ(2) y2 + 2 y2 + 17 ζ(2) y + 2 y − 4− 5 ζ(2))
×H(−1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)2]
−4 (3 y5 − 3 y4 + 6 y3 + 2 y2 − y + 1)H(0, 0,−1, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
−8 (4 y6 − 6 y5 − 41 y4 − 72 y3 − 49 y2 − 6 y − 4) ζ(2)
×H(0, 1; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
+4 (y6 + y5 + 14 y4 + 20 y3 + 14 y2 + y + 1)H(0,−1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)3]
−2 (8 y4 + 19 y3 + 46 y2 + 19 y + 8)H(−1, 0, 0; y)
/ [(y − 1)2 (y + 1)2]
+(27 y6 + 2 y5 + 27 y4 + 56 y3 − 7 y2 + 2 y − 7)H(0, 0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)3]
+2 (11 y6 + 2 y5 + 33 y4 + 56 y3 + 23 y2 + 2 y + 1)
×H(0, 0, 1, 0; y) / [(y− 1)3 (y + 1)3]
−8 (y5 + 2 y4 + 18 y3 + 14 y2 + 4 y − 1)H(−1, 0, 0, 0; y)
/ [(y − 1)3 (y + 1)2]
−1/10 (70 ζ(3) y6− 115 y6 + 1580 ζ(2) y6− 196 ζ(2)2 y6
+ 120 ζ(2) ln(2) y6 − 300 ζ(3) y5 + 18 ζ(2)2 y5
+ 1880 ζ(2) y5 + 720 ζ(2) ln(2) y5 + 240 ζ(2) y4
+ 345 y4 + 1080 ζ(2) ln(2) y4 − 1490 ζ(3) y4
− 74 ζ(2)2 y4 + 232 ζ(2)2 y3 − 1720 ζ(2) y3
+ 258 ζ(2)2 y2 + 1530 ζ(3) y2− 345 y2 − 1500 ζ(2) y2
− 1080 ζ(2) ln(2) y2 + 300 ζ(3) y + 18 ζ(2)2 y
− 720 ζ(2) ln(2) y − 160 ζ(2) y− 110 ζ(3)
− 120 ζ(2) ln(2) + 115 + 136 ζ(2)2 − 320 ζ(2))
/ [(y − 1)3 (y + 1)3]. (A.84)
Im g
(1,2l)
1 = 1/3 (y
2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.85)
Im g
(1,2l)
2 = 0, (A.86)
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Im g
(1,2l)
3 = −11/12 (y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.87)
Im g
(1,2l)
4 = (y
2 + 1)2H(0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−(y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.88)
Im g
(1,2l)
5 = −5/9 (y2 + 1) / [(y − 1) (y + 1)], (A.89)
Im g
(1,2l)
6 = 0, (A.90)
Im g
(1,2l)
7 = −2 (y2 + 1) y2H(0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 y2H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+(y2 + 1)2H(0,−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−(y2 + 1)2H(0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−(y2 + 1)H(−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/36 (y2 + 1) (18 ζ(2) y2 + 67 y2 − 67 + 18 ζ(2))
/ [(y + 1)2 (y − 1)2], (A.91)
Im g
(1,2l)
8 = −2 (y2 + 1)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+3 (y2 + 1)2H(0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 (y2 + 1)2H(0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 (y2 + 1) (y2 + y + 2)H(0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−1/2 (7 y4 + 8 ζ(2) y4 + 2 y3 + 16 ζ(2) y2− 2 y + 8 ζ(2)− 7)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2], (A.92)
Im g
(1,2l)
9 = −8/3 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/9 (19 y2 + 6 y + 19)H(1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−2/3 (y2 + 1)H(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(0, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/9 (19 y2 + 6 y + 19)H(0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−4/3 (y2 + 1)H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/54 (209 y2 + 78 y + 209) / [(y− 1) (y + 1)], (A.93)
Im g
(1,2l)
10 = −2/3 (y4 − 2 y3 − 4 y2 − 2 y + 1)H(0, 0; y)
/ [(y + 1) (y − 1)3]
+1/9 (19 y4 + 14 y3 + 14 y2 + 14 y + 19)H(0; y) / (y− 1)4
−1/54 (265 y4 + 208 y3 + 14 y2 + 208 y + 265)
/ [(y + 1) (y − 1)3], (A.94)
Im g
(1,2l)
11 = −8 (y2 + 1) yH(0,−1; y) / [(y+ 1) (y − 1)2]
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−(12 y5 + y4 + 10 y3 + 28 y2 − 2 y + 1) yH(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
+2 (2 y4 − 5 y3 − 14 y2 − 5 y + 6)H(−1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
−2 (11 y6 − 5 y5 − 15 y4 − 26 y3 − 27 y2 − 5 y − 1)
×H(0, 0, 1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+2 (y2 + 1)H(−1,−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+52/3 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−6 (y2 + 1)H(1,−1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−6 (y2 + 1)H(−1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
+1/9 (31 y4 + 18 ζ(2) y4 + 105 y3 + 36 ζ(2) y2− 105 y
+ 18 ζ(2)− 31)H(1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 (7 y5 − 7 y4 + 12 y3 − 4 y2 + y − 1)H(0, 0,−1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
+6 (y2 + 1)2H(0, 1,−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−2 (y2 + 1)2H(0,−1,−1; y) / [(y + 1)2 (y − 1)2]
−10 (y2 + 1)2H(0, 1, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−4 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y) / [(y + 1)2 (y − 1)2]
+1/6 (89 y6 + 402 y5 + 499 y4 + 354 y3 + 37 y2 + 24 y + 11)
×H(0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+6 (y2 + 1)2H(0,−1, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2/3 (34 y4 − 3 y3 − 33 y2 − 3 y − 1)H(0, 1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
+4 (y2 + 1)2H(1, 0,−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−4 (y2 + 1)2H(1, 0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−(2 ζ(2) y4 − 3 y4 − 2 y3 + 4 ζ(2) y2 + 2 y + 2 ζ(2) + 3)
×H(−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+1/36 (−217 y5 + 468 ζ(2) y5− 288 ζ(2) y4 + 499 y4
+ 1260 ζ(2) y3− 48 y3 − 300 y2 + 252 ζ(2) y2
+ 216 ζ(2) y− 167 y − 36 ζ(2) + 233)H(0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
+1/3 (53 y4 + 141 y3 + 228 y2 + 141 y − 17)H(1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
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+2 (y6 + 5 y5 + 21 y4 + 34 y3 + 17 y2 + 5 y − 3)H(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
−2 (y2 + 3) (y2 + 1)H(1, 0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−2 (7 y6 + 7 y5 + 33 y4 + 56 y3 + 25 y2 + 7 y − 1)H(0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
−2 (y5 + 5 y4 + 18 y3 + 26 y2 + y + 5)H(−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
−1/216 (2160 ζ(2) y6 + 1620 ζ(3) y6− 2545 y6 + 3024 ζ(3) y5
+ 1944 ζ(2) y5− 570 y5 + 13716 ζ(3) y4
− 432 ζ(2) y4 + 2545 y4 + 25920 ζ(3) y3 + 1140 y3
− 1728 ζ(2) y2 + 13500 ζ(3) y2 + 2545 y2 − 570 y
+ 3024 ζ(3) y− 1944 ζ(2) y+ 1404 ζ(3)− 2545)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3], (A.95)
Im g
(1,2l)
12 = −2 (8 y4 + 19 y3 + 46 y2 + 19 y + 8)H(−1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
+2 (11 y6 + 2 y5 + 33 y4 + 56 y3 + 23 y2 + 2 y + 1)
×H(0, 0, 1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−4 (y2 + 1)H(1, 1; y) / [(y− 1) (y + 1)]
−1/2 (32 ζ(2) y4− 55 y4 − 82 y3 + 64 ζ(2) y2 + 82 y + 55
+ 32 ζ(2))H(1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−4 (3 y5 − 3 y4 + 6 y3 + 2 y2 − y + 1)H(0, 0,−1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
+4 (y2 + 1)2H(0, 1, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−8 (y2 + 1)2H(−1, 0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(−1, 0,−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
−2 (5 y6 + 10 y5 − 60 y4 − 59 y3 − 16 y2 + 7 y + 5)H(0, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
+2 (5 y4 + 10 y3 + 18 y2 + 10 y + 5)H(0,−1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
−2 (8 y4 + 27 y3 + 60 y2 + 27 y + 6)H(0, 1; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
+8 (y2 + 1)2H(1, 0, 1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+4 (−4 y4 + ζ(2) y4 − 2 y3 + 2 ζ(2) y2 + 2 y + ζ(2) + 4)
×H(−1; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
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−1/4 (56 ζ(2) y5− 229 y5 − 37 y4 − 64 ζ(2) y4 + 48 ζ(2) y3
+ 22 y3 + 174 y2 − 144 ζ(2) y2 + 15 y + 32 ζ(2) y + 55
− 40 ζ(2))H(0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)3]
+2 (3 y4 + 15 y3 + 76 y2 + 15 y + 5)H(1, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)2]
+16 (y2 + 1)2H(1, 1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+4 (y6 + y5 + 14 y4 + 20 y3 + 14 y2 + y + 1)H(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
+12 (y2 + 1)2H(1, 0, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+2 (7 y6 − 10 y5 − 65 y4 − 104 y3 − 75 y2 − 10 y − 3)
×H(0, 1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8 (y5 + 2 y4 + 18 y3 + 14 y2 + 4 y − 1)H(−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)3]
+(27 y6 + 2 y5 + 27 y4 + 56 y3 − 7 y2 + 2 y − 7)H(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
+1/8 (−85 y6 − 56 ζ(2) y6 + 64 ζ(3) y6− 160 ζ(3) y5− 6 y5
− 136 ζ(2) y5− 1056 ζ(3) y4 + 85 y4 − 392 ζ(2) y4
− 1536 ζ(3) y3 + 12 y3 + 360 ζ(2) y2− 1056 ζ(3) y2
+ 85 y2 − 6 y − 160 ζ(3) y+ 136 ζ(2) y + 64 ζ(3)
+ 88 ζ(2)− 85) / [(y + 1)3 (y − 1)3]. (A.96)
A.2.4 Analytische Fortsetzung von g
(2,2l)
j
Re g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.97)
Re g
(2,2l)
8 = −4 (3 y2 + 2 y + 3) (y2 + 1) yH(0, 0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
+2 (5 y2 + 2 y + 5) yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+4 (−y4 + 9 ζ(2) y4 + 6 ζ(2) y3 + 2 y2 + 18 ζ(2) y2 + 6 ζ(2) y
− 1 + 9 ζ(2)) y / [(y + 1)4 (y − 1)2], (A.98)
Re g
(2,2l)
9 = 8/3 (3 y
2 + 2 y + 3) y H(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+4/3 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+2/9 (51 y2 + 26 y + 51) yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
−4/9 (36 ζ(2) y2 + 19 y2 + 24 ζ(2) y + 36 ζ(2)− 19) y
/ [(y − 1) (y + 1)3], (A.99)
Re g
(2,2l)
10 = −16 y3H(0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
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−4/3 (3 y4 + 14 y3 − 2 y2 + 14 y + 3) yH(0, 0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+2/9 (51 y4 + 176 y3 − 70 y2 + 144 ζ(2) y2 + 176 y + 51) y
×H(0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8/9 (−4 y2 + 9 ζ(2) y2 + 32 y − 4 + 9 ζ(2)) y
/ [(y + 1)2 (y − 1)2], (A.100)
Re g
(2,2l)
11 = −2 (9 y4 + 112 y3 + 146 y2 + 196 y + 9) y3H(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−32 y3H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−48 (4 y4 + 17 y3 + 32 y2 + 17 y + 4) ζ(2) y2H(0, 1; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+4 (y4 + 5 y3 + 38 y2 + 5 y + 1) y2H(0, 0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+24 (5 y4 + 14 y3 + 42 y2 + 14 y + 5) ζ(2) y2H(0,−1; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−8 (5 y4 + 14 y3 + 42 y2 + 14 y + 5) y2H(0,−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−72 ζ(2) (3 y2 + 2 y + 3) y2H(−1; y) / [(y + 1)4 (y − 1)2]
+24 (3 y2 + 2 y + 3) y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
+48 (y2 + y + 1) y2H(0, 1, 0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
+16 y2H(0,−1, 0; y) / [(y+ 1)2 (y − 1)2]
+8 (7 y4 + 29 y3 + 62 y2 + 29 y + 7) y2H(0, 1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 (3 y2 + 8 y + 3) y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8 (5 y4 + 14 y3 + 30 y2 + 14 y + 5) y2H(0, 0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−2/3 (3 y2 + 88 y + 3) yH(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
−1/3 (−39 y6 + 84 ζ(2) y5 + 184 y5 + 87 y4 + 432 ζ(2) y4
− 152 y3 + 1416 ζ(2) y3− 81 y2 + 432 ζ(2) y2
+ 84 ζ(2) y− 32 y + 33) yH(0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+1/18 (−687 y6 + 648 ζ(2) y6 + 26 y5 + 8712 ζ(2) y5
+ 1008 ζ(3) y5 + 4752 ζ(3) y4 + 687 y4
+ 11808 ζ(2) y4 + 9216 ζ(3) y3 + 14112 ζ(2) y3
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− 52 y3 + 4752 ζ(3) y2− 648 ζ(2) y2 + 687 y2 + 26 y
+ 1008 ζ(3) y− 648 ζ(2) y− 687) yH(0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−4 (y4 + 24 ζ(2) y3 − 2 y2 + 64 ζ(2) y2 + 24 ζ(2) y+ 1) y
×H(−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+12 ζ(2) (3 y4 + 40 y3 + 62 y2 + 40 y + 3) y H(1; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−2 (9 y4 + 92 y3 + 130 y2 + 92 y + 9) yH(1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
+2/45 (−270 ζ(3) y6 + 605 y6 − 180 ζ(2) y6
− 540 ζ(2) ln(2) y6 + 9390 ζ(2) y5− 3690 ζ(3) y5
+ 621 ζ(2)2 y5 − 2160 ζ(2) ln(2) y5 − 1815 y4
+ 3906 ζ(2)2 y4 − 2700 ζ(2) ln(2) y4 − 5490 ζ(3) y4
+ 5670 ζ(2) y4 + 4626 ζ(2)2 y3 − 5100 ζ(2) y3
+ 5490 ζ(3) y2− 5760 ζ(2) y2 + 1815 y2
+ 3906 ζ(2)2 y2 + 2700 ζ(2) ln(2) y2
+ 2160 ζ(2) ln(2) y + 621 ζ(2)2 y + 3690 ζ(3) y
− 4290 ζ(2) y+ 270 ζ(2) + 270 ζ(3)− 605
+ 540 ζ(2) ln(2)) y / [(y + 1)5 (y − 1)3], (A.101)
Re g
(2,2l)
12 = −192 (8 y2 + 13 y + 8) ζ(2) y3H(0, 1; y) / [(y+ 1)5 (y − 1)3]
+64 y3H(0, 0,−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8 (y4 + 5 y3 + 38 y2 + 5 y + 1) y2H(0, 0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−48 (y4 − 19 y3 − 16 y2 − 19 y + 1) ζ(2) y2H(0,−1; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 (y4 − 19 y3 − 16 y2 − 19 y + 1) y2H(0,−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 (y4 + 37 y3 + 54 y2 + 37 y + 1) y2H(0, 1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+32 (y2 + 17 y + 1) y2H(−1, 0, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+16 (y4 − 19 y3 − 28 y2 − 19 y + 1) y2H(0, 0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−2 (25 y2 + 86 y + 25) yH(1, 0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+(−125 y6 − 230 y5 + 24 ζ(2) y5− 187 y4 + 24 ζ(2) y4
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+ 480 ζ(2) y3 + 204 y3 + 24 ζ(2) y2 + 269 y2 + 26 y
+ 24 ζ(2) y + 43) yH(0, 0; y) / [(y+ 1)5 (y − 1)3]
+1/2 (61 y6 + 96 ζ(2) y6− 120 ζ(2) y5 + 32 ζ(3) y5 + 22 y5
+ 1056 ζ(3) y4 + 3168 ζ(2) y4− 61 y4 + 1664 ζ(3) y3
− 44 y3 + 896 ζ(2) y3 + 1056 ζ(3) y2− 61 y2
− 144 ζ(2) y2 + 22 y + 32 ζ(3) y− 200 ζ(2) y+ 61
− 240 ζ(2)) yH(0; y) / [(y+ 1)5 (y − 1)3]
−32 (−y4 + 2 ζ(2) y3 + y3 + 34 ζ(2) y2 + 2 ζ(2) y + y − 1) y
×H(−1, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+24 ζ(2) (9 y4 + 14 y3 + 102 y2 + 14 y + 9) yH(1; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−4 (15 y4 + 16 y3 + 198 y2 + 16 y + 15) yH(1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
+4 (14 y5 − 175 y4 − 56 y3 − 14 y2 + 6 y + 9) yH(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−24 ζ(2) (3 y4 + 7 y3 + 64 y2 + 7 y + 3) yH(−1; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
+8 (3 y4 + 7 y3 + 64 y2 + 7 y + 3) yH(−1, 0, 0; y) /
[(y + 1)4 (y − 1)2]
+8 (3 y4 + 13 y3 + 64 y2 + 13 y + 3) yH(0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−8 (3 y4 + 6 y3 + 14 y2 + 6 y + 3) yH(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−1/5 (60 ζ(3) y6 + 85 y6 − 1640 ζ(2) y6− 240 ζ(2) ln(2) y6
− 3480 ζ(2) y5 + 320 ζ(3) y5 + 68 ζ(2)2 y5
− 960 ζ(2) ln(2) y5 − 255 y4 + 20 ζ(2)2 y4
− 1200 ζ(2) ln(2) y4 + 3340 ζ(3) y4− 4400 ζ(2) y4
− 960 ζ(2)2 y3 + 3600 ζ(2) y3− 3340 ζ(3) y2
+ 5560 ζ(2) y2 + 255 y2 + 20 ζ(2)2 y2
+ 1200 ζ(2) ln(2) y2 + 960 ζ(2) ln(2) y + 68 ζ(2)2 y
− 320 ζ(3) y− 120 ζ(2) y + 480 ζ(2)− 60 ζ(3)− 85
+ 240 ζ(2) ln(2)) y / [(y + 1)5 (y − 1)3]. (A.102)
Im g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.103)
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Im g
(2,2l)
8 = −4 (3 y2 + 2 y + 3) (y2 + 1) yH(0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
+2 (5 y2 + 2 y + 5) y / [(y − 1) (y + 1)3], (A.104)
Im g
(2,2l)
9 = 8/3 (3 y
2 + 2 y + 3) yH(1; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+4/3 (3 y2 + 2 y + 3) yH(0; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+2/9 (51 y2 + 26 y + 51) y / [(y − 1) (y + 1)3], (A.105)
Im g
(2,2l)
10 = −16 y3H(0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−4/3 (3 y4 + 14 y3 − 2 y2 + 14 y + 3) yH(0; y)
/ [(y + 1)2 (y − 1)4]
+2/9 (51 y4 + 176 y3 − 70 y2 + 176 y + 51) y
/ [(y + 1)3 (y − 1)3], (A.106)
Im g
(2,2l)
11 = −2 (9 y4 + 112 y3 + 146 y2 + 196 y + 9) y3H(0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−32 y3H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
+4 (y4 + 5 y3 + 38 y2 + 5 y + 1) y2H(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+8 (7 y4 + 29 y3 + 62 y2 + 29 y + 7) y2H(0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 y2H(0,−1; y) / [(y + 1)2 (y − 1)2]
+16 (3 y2 + 8 y + 3) y2H(−1, 0, 0; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8 (5 y4 + 14 y3 + 42 y2 + 14 y + 5) y2H(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−8 (5 y4 + 14 y3 + 30 y2 + 14 y + 5) y2H(0, 0, 1; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+24 (3 y2 + 2 y + 3) y2H(−1, 0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
+48 (y2 + y + 1) y2H(0, 1; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)2]
−2 (9 y4 + 92 y3 + 130 y2 + 92 y + 9) yH(1, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−2/3 (3 y2 + 88 y + 3) yH(1; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+1/3 (39 y5 − 223 y4 − 60 ζ(2) y4− 252 ζ(2) y3 + 136 y3
+ 16 y2 − 252 ζ(2) y2− 60 ζ(2) y + 65 y − 33) y
×H(0; y) / [(y+ 1)4 (y − 1)3]
−4 y H(−1; y) / [(y + 1) (y − 1)]
−1/18 (687 y6 − 648 ζ(2) y5− 1008 ζ(3) y5− 26 y5
A.2: Analytische Fortsetzung der 2-Schleifen-Formfaktoren 133
− 1296 ζ(2) y4− 687 y4 − 4752 ζ(3) y4 + 52 y3
− 9216 ζ(3) y3 + 1296 ζ(2) y2− 4752 ζ(3) y2− 687 y2
− 1008 ζ(3) y + 648 ζ(2) y− 26 y + 687) y
/ [(y + 1)5 (y − 1)3], (A.107)
Im g
(2,2l)
12 = 64 y
3H(0, 0,−1; y) / [(y+ 1)3 (y − 1)3]
−8 (y4 + 5 y3 + 38 y2 + 5 y + 1) y2H(0, 0, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 (y4 + 37 y3 + 54 y2 + 37 y + 1) y2H(0, 1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+32 (y2 + 17 y + 1) y2H(−1, 0, 0; y)
/ [(y + 1)3 (y − 1)3]
+16 (y4 − 19 y3 − 16 y2 − 19 y + 1) y2H(0,−1, 0; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
+16 (y4 − 19 y3 − 28 y2 − 19 y + 1) y2H(0, 0, 1; y)
/ [(y + 1)5 (y − 1)3]
−8 (3 y4 + 6 y3 + 14 y2 + 6 y + 3) yH(0,−1; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−4 (15 y4 + 16 y3 + 198 y2 + 16 y + 15) yH(1, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
+4 (14 y5 − 175 y4 − 56 y3 − 14 y2 + 6 y + 9) y
×H(0, 0; y) / [(y+ 1)5 (y − 1)3]
−2 (25 y2 + 86 y + 25) yH(1; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+8 (3 y4 + 7 y3 + 64 y2 + 7 y + 3) yH(−1, 0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
−(125 y5 − 8 ζ(2) y4 + 105 y4 + 82 y3 + 64 ζ(2) y3 − 286 y2
+ 64 ζ(2) y2 + 17 y − 8 ζ(2) y − 43) yH(0; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)3]
+8 (3 y4 + 13 y3 + 64 y2 + 13 y + 3) yH(0, 1; y)
/ [(y + 1)4 (y − 1)2]
+32 (y2 + y + 1) yH(−1; y) / [(y− 1) (y + 1)3]
+1/2 (96 ζ(2) y6 + 61 y6 + 22 y5 + 104 ζ(2) y5 + 32 ζ(3) y5
+ 368 ζ(2) y4 + 1056 ζ(3) y4− 61 y4 − 44 y3
+ 1664 ζ(3) y3 + 1056 ζ(3) y2− 368 ζ(2) y2− 61 y2
+ 22 y + 32 ζ(3) y− 104 ζ(2) y + 61− 96 ζ(2)) y
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/ [(y + 1)5 (y − 1)3]. (A.108)
A.3 Entwicklungen der 2-Schleifen-Beitra¨ge
zu den Formfaktoren
A.3.1 Schwellenentwicklung
Re f
(1,2l)
1 = 0, (A.109)
Re f
(1,2l)
2 = 0, (A.110)
Re f
(1,2l)
3 = 0, (A.111)
Re f
(1,2l)
4 = −
3 ζ(2)
4 β2
− 3 ζ(2)
2
, (A.112)
Re f
(1,2l)
5 = 0, (A.113)
Re f
(1,2l)
6 = 0, (A.114)
Re f
(1,2l)
7 = 0, (A.115)
Re f
(1,2l)
8 =
3 ζ(2)
2 β2
(2 ln(2 β)− 1) + 3 ζ(2) (2 ln(2 β)− 1), (A.116)
Re f
(1,2l)
9 =
4 ζ(2)
3 β
(3 ln(2 β)− 4) + 1, (A.117)
Re f
(1,2l)
10 =
37
3
− 104
15
ζ(2), (A.118)
Re f
(1,2l)
11 = −
ζ(2)
β
(
11 ln(2 β)− 73
6
)
+
2741
150
ζ(2)− 379
60
− 83
10
ζ(3)
−42
5
ζ(2) ln(2)− 36
5
ζ(2) ln(2 β), (A.119)
Re f
(1,2l)
12 = −
ζ(2)
2 β2
(14− 9 ζ(2)− 12 ln(2 β) + 12 ln2(2 β))− 9 ζ(2)
β
−963
50
ζ(2) +
421
60
− 12 ζ(2) ln2(2 β) + 9 ζ(2)2 − 81
20
ζ(3)
+5 ζ(2) ln(2) +
14
5
ζ(2) ln(2 β). (A.120)
Im f
(1,2l)
1 = −
1
6 β
, (A.121)
Im f
(1,2l)
2 = 0, (A.122)
Im f
(1,2l)
3 =
11
24 β
, (A.123)
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Im f
(1,2l)
4 = 0, (A.124)
Im f
(1,2l)
5 =
5
18 β
, (A.125)
Im f
(1,2l)
6 = 0, (A.126)
Im f
(1,2l)
7 = −
31
72 β
, (A.127)
Im f
(1,2l)
8 = −
3 ζ(2)
2 β2
+
3
2 β
− 3 ζ(2), (A.128)
Im f
(1,2l)
9 =
1
6 β
(103
9
+ 4 ln2(2 β)− 32
3
ln(2 β)
)
, (A.129)
Im f
(1,2l)
10 = 0, (A.130)
Im f
(1,2l)
11 =
1
6 β
(
− 197
9
+ 73/3 ln(2 β)− 11 ln2(2 β)
)
+18/5 ζ(2), (A.131)
Im f
(1,2l)
12 =
3 ζ(2)
β2
(2 ln(2 β)− 1)− 3 ln(2 β)
β
+
ζ(2)
5
(60 ln(2 β)− 7). (A.132)
Re f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.133)
Re f
(2,2l)
8 =
3 ζ(2)
2 β2
, (A.134)
Re f
(2,2l)
9 =
2 ζ(2)
β
+
13
9
, (A.135)
Re f
(2,2l)
10 = −
23
9
+
8 ζ(2)
5
, (A.136)
Re f
(2,2l)
11 = −
7 ζ(2)
β
− 373
180
+
289
25
ζ(2)− 24
5
ζ(2) ln(2 β)− 47
10
ζ(3)
−58
5
ζ(2) ln(2), (A.137)
Re f
(2,2l)
12 = −
ζ(2)
β2
(6 ln(2 β)− 7)− 3 ζ(2)
β
+
269
60
− 2461
150
ζ(2)
+
6
5
ζ(2) ln(2 β) +
41
20
ζ(3) + 19 ζ(2) ln(2). (A.138)
Im f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.139)
Im f
(2,2l)
8 =
1
2 β
, (A.140)
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Im f
(2,2l)
9 =
1
3 β
(
2 ln(2 β)− 25
6
)
, (A.141)
Im f
(2,2l)
10 = 0, (A.142)
Im f
(2,2l)
11 = −
1
3 β
(
7 ln(2 β)− 25
3
)
+
12
5
ζ(2), (A.143)
Im f
(2,2l)
12 =
3 ζ(2)
β2
− ln(2 β)
β
− 3
5
ζ(2). (A.144)
Re g
(1,2l)
1 = 0, (A.145)
Re g
(1,2l)
2 = 0, (A.146)
Re g
(1,2l)
3 = 0, (A.147)
Re g
(1,2l)
4 = −
3 ζ(2)
4 β2
− 3 ζ(2)
2
, (A.148)
Re g
(1,2l)
5 = 0, (A.149)
Re g
(1,2l)
6 = 0, (A.150)
Re g
(1,2l)
7 = 0, (A.151)
Re g
(1,2l)
8 =
3 ζ(2)
β2
(ln(2 β)− 1) + 3 ζ(2) (2 ln(2 β)− 1), (A.152)
Re g
(1,2l)
9 =
2 ζ(2)
3 β
(6 ln(2 β)− 11) + 14
9
, (A.153)
Re g
(1,2l)
10 =
80
9
− 16 ζ(2)
3
, (A.154)
Re g
(1,2l)
11 = −
ζ(2)
6 β
(66 ln(2 β)− 97) + 89
6
ζ(2)− 101
18
− 4 ζ(2) ln(2 β)
−9
2
ζ(3)− 14 ζ(2) ln(2), (A.155)
Re g
(1,2l)
12 =
3 ζ(2)
2 β2
(8 ln(2 β) + 3 ζ(2)− 4− 4 ln2(2 β))− 6 ζ(2)
β
− 8 ζ(2)
+
23
6
− 12 ζ(2) ln2(2 β) + 2 ζ(2) ln(2 β)− 27
4
ζ(3) + 9 ζ(2)2
+19 ζ(2) ln(2). (A.156)
Im g
(1,2l)
1 = −
1
6 β
, (A.157)
Im g
(1,2l)
2 = 0, (A.158)
Im g
(1,2l)
3 =
11
24 β
, (A.159)
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Im g
(1,2l)
4 = 0, (A.160)
Im g
(1,2l)
5 =
5
18 β
, (A.161)
Im g
(1,2l)
6 = 0, (A.162)
Im g
(1,2l)
7 = −
31
72 β
, (A.163)
Im g
(1,2l)
8 = −
3 ζ(2)
2 β2
+
1
β
− 3 ζ(2), (A.164)
Im g
(1,2l)
9 =
2
3 β
(31
9
+ ln2(2 β)− 11
3
ln(2 β)
)
, (A.165)
Im g
(1,2l)
10 = 0, (A.166)
Im g
(1,2l)
11 =
1
β
(
− 239
18
+
97
6
ln(2 β)− 11
2
ln2(2 β)
)
+2 ζ(2), (A.167)
Im g
(1,2l)
12 =
6 ζ(2)
β2
(ln(2 β)− 1) + 2
β
(1− ln(2 β))
+ζ(2) (12 ln(2 β)− 1). (A.168)
Re g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.169)
Re g
(2,2l)
8 =
3 ζ(2)
β2
+
3 ζ(2)
2
, (A.170)
Re g
(2,2l)
9 =
4 ζ(2)
β
− 11
9
, (A.171)
Re g
(2,2l)
10 =
49
9
− 8 ζ(2)
3
, (A.172)
Re g
(2,2l)
11 = −
11 ζ(2)
β
+
151
36
− 15 ζ(3)
2
+
26 ζ(2)
3
− 8 ζ(2) ln(2 β)
−10 ζ(2) ln(2), (A.173)
Re g
(2,2l)
12 = −
6 ζ(2)
β2
(2 ln(2 β)− 1)− 3 ζ(2)
β
− 45 ζ(3)
4
− 9 ζ(2)
2
+
41
12
−20 ζ(2) ln(2 β) + 5 ζ(2) ln(2). (A.174)
Im g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.175)
Im g
(2,2l)
8 =
1
2 β
, (A.176)
Im g
(2,2l)
9 =
4
3 β
(
ln(2 β)− 4
3
)
, (A.177)
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Im g
(2,2l)
10 = 0, (A.178)
Im g
(2,2l)
11 =
1
3 β
(32
3
− 11 ln(2 β)
)
+ 4 ζ(2), (A.179)
Im g
(2,2l)
12 =
6 ζ(2)
β2
− 1
β
(ln(2 β) + 3) + 10 ζ(2). (A.180)
A.3.2 Asymptotische Entwicklung
Re f
(1,2l)
1 =
1
3
ln(r)− 1
3
− 2
3 r
, (A.181)
Re f
(1,2l)
2 = 0, (A.182)
Re f
(1,2l)
3 = −
11
12
ln(r) +
11
12
+
11
6 r
, (A.183)
Re f
(1,2l)
4 =
1
2
ln2(r)− 3 ζ(2) + 1
2
− ln(r) + 1
r
(−2 ln(r) + 2), (A.184)
Re f
(1,2l)
5 = −
5
9
ln(r) +
5
9
+
10
9 r
, (A.185)
Re f
(1,2l)
6 = 0, (A.186)
Re f
(1,2l)
7 = −
49
36
+
1
2
ζ(2)− 1
2
ζ(3) +
67
36
ln(r)− 1
2
ln(r) ζ(2)
+
1
18 r
(−67 + 18 ζ(2)), (A.187)
Re f
(1,2l)
8 = 2 ln
2(r)− 1
2
ln3(r) + 10 ln(r) ζ(2)− 7
2
ln(r)− 13 ζ(2) + 2
+
1
r
(5− 7 ln(r)− 26 ζ(2) + 4 ln2(r)), (A.188)
Re f
(1,2l)
9 =
19
18
ln2(r)− 1
9
ln3(r) +
4
3
ln(r) ζ(2)− 209
54
ln(r) +
106
27
−64
9
ζ(2)− 4
3
ζ(3)
+
1
27 r
(−225 ln(r) + 59− 144 ζ(2) + 27 ln2(r)), (A.189)
Re f
(1,2l)
10 =
19
18
ln2(r) +
383
27
− 22
3
ζ(2)− 1
9
ln3(r)− 265
54
ln(r)
+
4
3
ln(r) ζ(2)
+
1
27 r
(853− 180 ζ(2)− 441 ln(r) + 135 ln2(r)), (A.190)
Re f
(1,2l)
11 =
1
216
(−1404 ζ(3)− 792 ζ(2) + 2545) ln(r)− 1595
108
− 63
20
ζ(2)2
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+
1
72
(−233 + 36 ζ(2)) ln2(r) + 173
9
ζ(2) +
67
6
ζ(3)
+6 ζ(2) ln(2) +
11
36
ln3(r)
+
1
216 r
(
4842 ln(r) + 54 ln2(r) + 144 ln3(r)− 9 ln4(r)
− 3888 ln(r) ζ(3)− 648 ln(r) ζ(2) + 334
− 10008 ζ(2) + 13608 ζ(3) + 7776 ζ(2) ln(2)
+ 756 ζ(2)2 − 108 ln2(r) ζ(2)
)
, (A.191)
Re f
(1,2l)
12 = −
1
8
(−248 ζ(2)− 64 ζ(3) + 85) ln(r)− 5
3
ln3(r)
−1
8
(−55 + 96 ζ(2)) ln2(r) + 23
2
− 32 ζ(2)− 11 ζ(3)
−12 ζ(2) ln(2) + 68
5
ζ(2)2 +
7
24
ln4(r)
+
1
60 r
(
− 1455 ln(r) + 5940 ln(r) ζ(2) + 1155 ln2(r)
− 300 ln2(r) ζ(2)− 6600 ζ(2) + 1605 + 5 ln4(r)
− 280 ln3(r)− 720 ln(r) ζ(3) + 360 ζ(3)
− 4320 ζ(2) ln(2) + 516 ζ(2)2
)
. (A.192)
Im f
(1,2l)
1 = −
1
3
, (A.193)
Im f
(1,2l)
2 = 0, (A.194)
Im f
(1,2l)
3 =
11
12
, (A.195)
Im f
(1,2l)
4 = − ln(r) + 1 +
2
r
(A.196)
Im f
(1,2l)
5 =
5
9
, (A.197)
Im f
(1,2l)
6 = 0, (A.198)
Im f
(1,2l)
7 =
1
2
ζ(2)− 67
36
, (A.199)
Im f
(1,2l)
8 = −4 ln(r) +
3
2
ln2(r)− 4 ζ(2) + 7
2
+
1
r
(7− 8 ln(r)), (A.200)
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Im f
(1,2l)
9 = −
19
9
ln(r) +
209
54
+
1
3
ln2(r) +
1
3 r
(25− 6 ln(r)), (A.201)
Im f
(1,2l)
10 = −
19
9
ln(r) +
265
54
+
1
3
ln2(r) +
1
3 r
(49− 30 ln(r)), (A.202)
Im f
(1,2l)
11 =
13
2
ζ(3)− 2545
216
+
233
36
ln(r)− ln(r) ζ(2)− 11
12
ln2(r)
+
1
12 r
(−24 ln2(r) + 2 ln3(r)− 269− 6 ln(r) + 36 ln(r) ζ(2)
− 60 ζ(2) + 216 ζ(3)), (A.203)
Im f
(1,2l)
12 = 10 ln(r) ζ(2)−
55
4
ln(r)− 8 ζ(3)− 11 ζ(2) + 85
8
+ 5 ln2(r)
−7
6
ln3(r)
+
1
12 r
(−462 ln(r) + 72 ln(r) ζ(2) + 168 ln2(r)
− 4 ln3(r) + 291− 516 ζ(2) + 144 ζ(3)). (A.204)
Re f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.205)
Re f
(2,2l)
8 =
1
r
(−2 ln2(r) + 2 ln(r) + 12 ζ(2)), (A.206)
Re f
(2,2l)
9 =
1
9 r
(−6 ln2(r) + 48 ζ(2) + 50 ln(r)), (A.207)
Re f
(2,2l)
10 =
1
9 r
(−6 ln2(r) + 50 ln(r)− 204 + 72 ζ(2)), (A.208)
Re f
(2,2l)
11 =
1
18 r
(−173 ln(r)− 3 ln2(r)− 54 + 384 ζ(2)− 432 ζ(2) ln(2)
− 360 ζ(3)), (A.209)
Re f
(2,2l)
12 =
1
2 r
(4 ln3(r) + 96 ζ(2) ln(2)− 8 ζ(3) + 72 ζ(2)− 96 ln(r) ζ(2)
+ 31 ln(r)− 17 ln2(r)). (A.210)
Im f
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.211)
Im f
(2,2l)
8 =
2
r
(2 ln(r)− 1)/r, (A.212)
Im f
(2,2l)
9 =
2
9 r
(6 ln(r)− 25), (A.213)
Im f
(2,2l)
10 =
2
9 r
(6 ln(r)− 25), (A.214)
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Im f
(2,2l)
11 =
1
18 r
(6 ln(r) + 173), (A.215)
Im f
(2,2l)
12 =
1
2 r
(34 ln(r)− 12 ln2(r)− 31 + 48 ζ(2)). (A.216)
Re g
(1,2l)
1 =
1
3
ln(r)− 1
3
− 2
3 r
, (A.217)
Re g
(1,2l)
2 = 0, (A.218)
Re g
(1,2l)
3 = −
11
12
ln(r) +
11
12
+
11
6 r
, (A.219)
Re g
(1,2l)
4 = − ln(r) +
1
2
− 3 ζ(2) + 1
2
ln2(r) +
2
r
(1− ln(r)), (A.220)
Re g
(1,2l)
5 = −
5
9
ln(r) +
5
9
+
10
9 r
, (A.221)
Re g
(1,2l)
6 = 0, (A.222)
Re g
(1,2l)
7 =
1
2
ζ(2)− 49
36
− 1
2
ζ(3) +
67
36
ln(r)− 1
2
ln(r) ζ(2)
+
1
18 r
(−67 + 18 ζ(2)), (A.223)
Re g
(1,2l)
8 = −
7
2
ln(r) + 10 ln(r) ζ(2) + 2 ln2(r)− 13 ζ(2) + 2− 1
2
ln3(r)
+
1
r
(−9 ln(r) + 5− 38 ζ(2) + 6 ln2(r)), (A.224)
Re g
(1,2l)
9 = −
209
54
ln(r) +
4
3
ln(r) ζ(2) +
19
18
ln2(r)− 4
3
ζ(3)− 64
9
ζ(2)
+
106
27
− 1
9
ln3(r)
+
1
27 r
(59− 267 ln(r)− 288 ζ(2) + 45 ln2(r)), (A.225)
Re g
(1,2l)
10 =
4
3
ln(r) ζ(2)− 265
54
ln(r) +
383
27
− 22
3
ζ(2)− 1
9
ln3(r)
+
19
18
ln2(r)
+
1
27 r
(−483 ln(r) + 153 ln2(r) + 36 ζ(2) + 385), (A.226)
Re g
(1,2l)
11 =
1
216
(2545− 792 ζ(2)− 1404 ζ(3)) ln(r) + 11
36
ln3(r)
+
1
72
(36 ζ(2)− 233) ln2(r)− 1595
108
+
67
6
ζ(3) +
173
9
ζ(2)
+6 ζ(2) ln(2)− 63
20
ζ(2)2
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+
1
1080 r
(35670 ln(r) + 450 ln2(r) + 45 ln4(r)− 1570
− 49320 ζ(2) + 7560 ln(r) ζ(2)− 15120 ln(r) ζ(3)
− 3780 ln2(r) ζ(2) + 38880 ζ(2) ln(2) + 7452 ζ(2)2
+ 59400 ζ(3)), (A.227)
Re g
(1,2l)
12 = −
1
8
(85− 64 ζ(3)− 248 ζ(2)) ln(r) + 7
24
ln4(r)− 5
3
ln3(r)
+
23
2
− 12 ζ(2) ln(2) + 68
5
ζ(2)2 − 11 ζ(3)− 32 ζ(2)
−1
8
(−55 + 96 ζ(2)) ln2(r)
+
1
60 r
(−1365 ln(r)− 4440 ζ(2)− 4320 ζ(2) ln(2)
+ 108 ζ(2)2 + 600 ζ(3) + 1605 + 6780 ln(r) ζ(2)
+ 885 ln2(r) + 60 ln2(r) ζ(2)− 5 ln4(r)− 320 ln3(r)
− 1200 ln(r) ζ(3)). (A.228)
Im g
(1,2l)
1 = −
1
3
, (A.229)
Im g
(1,2l)
2 = 0, (A.230)
Im g
(1,2l)
3 =
11
12
, (A.231)
Im g
(1,2l)
4 = − ln(r) + 1 +
2
r
, (A.232)
Im g
(1,2l)
5 =
5
9
, (A.233)
Im g
(1,2l)
6 = 0, (A.234)
Im g
(1,2l)
7 = −
67
36
+
1
2
ζ(2), (A.235)
Im g
(1,2l)
8 = −4 ζ(2) +
7
2
+
3
2
ln2(r)− 4 ln(r) + 1
r
(9− 12 ln(r)), (A.236)
Im g
(1,2l)
9 =
209
54
+
1
3
ln2(r)− 19
9
ln(r) +
1
9 r
(89− 30 ln(r)), (A.237)
Im g
(1,2l)
10 =
1
3
ln2(r) +
265
54
− 19
9
ln(r) +
1
9 r
(−102 ln(r) + 161), (A.238)
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Im g
(1,2l)
11 = −
2545
216
+
13
2
ζ(3) +
233
36
ln(r)− ln(r) ζ(2)− 11
12
ln2(r)
+
1
36 r
(504 ζ(3)− 30 ln(r) + 180 ln(r) ζ(2)− 252 ζ(2)
− 6 ln3(r)− 1189), (A.239)
Im g
(1,2l)
12 = −11 ζ(2) +
85
8
− 8 ζ(3) + 10 ln(r) ζ(2)− 55
4
ln(r)− 7
6
ln3(r)
+5 ln2(r)
+
1
12 r
(240 ζ(3)− 354 ln(r) + 24 ln(r) ζ(2) + 192 ln2(r)
+ 4 ln3(r) + 273− 588 ζ(2)). (A.240)
Re g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.241)
Re g
(2,2l)
8 =
1
r
(−6 ln2(r) + 10 ln(r) + 36 ζ(2)− 4), (A.242)
Re g
(2,2l)
9 =
1
9 r
(−18 ln2(r) + 102 ln(r) + 144 ζ(2)− 76), (A.243)
Re g
(2,2l)
10 =
1
9 r
(−18 ln2(r) + 102 ln(r) + 32− 72 ζ(2)), (A.244)
Re g
(2,2l)
11 =
1
18 r
(484− 216 ζ(3)− 432 ζ(2) ln(2)− 216 ζ(2) + 99 ln2(r)
− 687 ln(r)), (A.245)
Re g
(2,2l)
12 =
1
2 r
(−43 ln2(r)− 34 + 96 ζ(2) ln(2) + 192 ζ(2)− 24 ζ(3)
+ 12 ln3(r)− 240 ln(r) ζ(2) + 61 ln(r)). (A.246)
Im g
(2,2l)
k = 0, k = 1 . . . 7, (A.247)
Im g
(2,2l)
8 =
2
r
(6 ln(r)− 5), (A.248)
Im g
(2,2l)
9 =
2
3 r
(6 ln(r)− 17), (A.249)
Im g
(2,2l)
10 =
1
3 r
(6 ln(r)− 17), (A.250)
Im g
(2,2l)
11 =
1
6 r
(−66 ln(r) + 229), (A.251)
Im g
(2,2l)
12 =
1
2 r
(−36 ln2(r)− 61 + 96 ζ(2) + 86 ln(r)). (A.252)
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